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CORSO 

DI MATTEMATICHE 



SEGUITO DELL'ALGEBRA. 



DELLE PROPORZIONI E DELLE PROGRESSIONI. 

85. Tnvece dell'Algebra che mancava agli antichi geo- 
metri per formare dell' equazioni , s' impiegavano molto 
le proporzioni. I moderni ne hanno conservato l'oso; ma 
potrebbero farne intieramente di meno. Per quanto se ne 
sia già parlato nel compendio dell'Aritmetica, crediamo 
opportuno dovere ritornarci , perchè 1' Algebra permette di 
spiegarne la teoria con maggiore semplicità e generalità. 

Delle proporzioni Aritmetiche. 




somma 
si; 

ha sempre a -\- d z=z b -\~ c. 

In conseguenza di ciò , è facile di conoscere uno dei ter- 
mini mediante altri tre supposti cogniti. Infatti sia l'equi- 
differenza. 

a.b : ex, dunque x = b + c — a. 

Cosi si hanno due regole generali. Un estremo è eguale 
alla somma dei medii , meno Y estremo cognito , ed un 
medio è eguale alla somma degli estremi, meno il medio 
cognito. Se i due medii fossero eguali ed incogniti, allora 
ognuno di essi sarebbe eguale alla metà della somma 
degli estremi. Infatti sia la proporzione a.x \ x.b ; 

dunque 




6 CORSO DI MATT EMATICHE. 

Quello che comunemente chiamasi medio aritmetico fra 
due numeri, è uno dei medii eguali in una proporzione 
aritmetica , di cui gli estremi sono questi due numeri. Co- 
sì 2 nella proporzione 4.2*2.3, e b nella proporzione 
a.b l b.c , sono i medii aritmetici, cioè 2 fra \ e 3; 
fra a e c. 

APPLICAZIONI. 

I. Problema. Secondo i fisici quando un corpo cade li- 
beramente per alcuni secondi, gli spazii che percorre es- 
sendo presi 4 a 4 formano una proporzione aritmetica. Se- 
condo questa legge , supponghiamo che una bomba , che 
ha impiegato 4 secondi a cadere , abbia percorso 4 m ,904 
nel primo secondo, 44™ ,7 4 3 nel secondo, e 24 m ,522 nel 
terzo. Quanti nel quarto ossia ultimo secondo? 

Soluzione. L' enunciato del problema ci dà la propor- 
zione aritmetica, 

4" ,904 . i4«»,713 : 24^,522 . = 34«,334. 

La bomba ha duncjue percorso 34 m ,331 nel quarto se- 
condo, e 78 m ,470 nei 4 secondi. 

II. Problema. Il diametro d' una palla da 24 dev' essere 
compreso fra 449mUHmetri^7 e 447010 ^47. Q U al è la grandez- 
za media di questo diametro che dicesi anche calibro ? 

Soluzione. Sia x questo diametro, avremo: 

449,17. x:.r .147,47; 
dunque g= l49,<7 ^47,47 = H8mB>32 

Delle proporzioni Geometriche. 

87. In ogni proporzione geometrica o per quoziente, il 
prodotto degli estremi è eguale a quello dei medii. Infatti 

sia la proporzione geometrica a lb l'.c *,d; essendo -r=-r , 
ab 

oppure — = — , si trova ad=zbc ossia aXd=zb Xc 

C fi 

Reciprocamente se si hanno due prodotti eguali , com- 
posti ognuno di due fattori, si può dedurne una propor- 
zione , prendendo per estremi i due fattori dell' uno dei 
prodotti, e per medii i fattori dell' altro prodotto: poiché 
siano mq , e pn , questi due prodotti. A cagione di m X q 

— a X p si ha, dividendo tutto per nq ì ^ = , dunque 

m 1 n : : p : q. 
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ALGEBRA. 7 

Dall' equazione ad = bc , si deduce successivamente a = 
tj b z=z — ; c = c d =. ~; dunque ogni estremo 

a c o a * ** 

è eguale al prodotto dei medii diviso per l'altro estremo; 
ed ogni medio è eguale al prodotto degli estremi diviso 
per 1' altro medio. È facile dunque il calcolare uno dei 
termini della proporzione , quando ci si conoscano gli 
altri tre. 

Se i medii sono eguali, la proporzione è detta continua, 
tal è quella : 

a : b :: b : c. 

La quantità che rappresenta i due medii eguali, dicesi 
medio proporzionale geometrico fra a e c. In questo caso 
particolare , essendo b X b ossia b* = ac, si ha b = \/ac ; 
cioè che il termine medio è eguale alla radice quadrata del 
prodotto degli estremi. Quando quattro quantità sono in 
proporzione, le loro potenze, e le loro radici dello stesso 
esponente lo sono pure. Sia la proporzione a : b H c l d; 

in . ni s 

. a c a« c« ya. yc . 

dunque — 5—. e - — = ■— ' 

1 6 d d » 7 m / m / 

yb yd 
dunque a m \b m \ \ c m l d m ; 

V* lybiiyciydi 



Quando si hanno due proporzioni, si può, moltiplican- 
dole o dividendole termine per termine, formare una ter- 
za proporzione : così dalle due proporzioni ; 

a l b c ; d; ed m ; n II p l q; 

si deduce i.° am \ bn \\ cp \ dq \ 

proporzioni che si verificano essendo ad = bc ed mq=znp. 

Rammentandosi che si sono chiamati antecedenti il primo 
ed il terzo termine, e conseguenti il secondo ed il quarto, è 
facile di vedere; L° che in ogni proporzione geometrica, 
la somma o la differenza degli antecedenti, sta alla som- 
ma o alla differenza dei conseguenti, come un antecedente 
sta al suo conseguente. Cosi dalla proporzione a\b \\ c \d, 
se ne può dedurre questa; a-\-c\b -\~ d \\ a\b \ a — c ' 
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b — d l Z a l b j e per conseguenza a -\- c l b + d H 
a—~c\b — tìf, proporzione che si verifica essendo ad = bc. 

In generale in una serie di rapporti eguali , la somma 
degli antecedenti sta alla somma dei conseguenti, come un 
antecedente qualunque sta al suo conseguente. Infatti sia 

a'.aq :: b: bq V. c \cq \\ d \dq \\ ce. , 

quella serie di rapporti eguali , se ne può dedurre questa 
proporzione , 

( a-h c H-J -Hec. ) :(a-4-£-Hc4-rfec. ) q II a'.aq, 

poiché il prodotto dei medii è eguale a quello degli 
estremi. 

APPLI CAZ IONI. 

Le regole del tre , di sconto , di società, ec. degli arit- 
metici , si fanno per mezzo della proporzione geometrica, 
siccome abbiamo veduto nella prima parte di questo cor- 
so. Quello che più imbarazza i principianti , si è la di- 
sposizione dei 4 termini della proporzione, di cui 3 sono 
dati. Quello che vi ha di più semplice a dire su questo 
particolare , è di formare o due quozienti , o due prodotti 
eguali fra i 4 termini , e dedurne una proporzione. 

Regola del Tre diretta. 

88. La paga d'un corpo militare di 12500 uomini, è 
stata di 62562 r ,50<=. Quale sarà quella d'un corpo di 
18750 uomini? 

Si suppone come la prima proporzionale al numero de- 
gli uomini, cioè che il soldo d'ogni uomo sia lo stesso 
nei due corpi. 

Soluzione. La paga d'un nomo e espressa da ^^q^ 
nel primo corpo , e da ^STg nel secondo ; si ha dunque 

arfr 62562,fr5l>c 



<8750 <2500 

quindi x : 18750 :: 62562,50 : 12500; 

ed r = 62;62,50 x,8750 

42500 ' 
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V equazione ~rz = — ^zrr- avrebbe subito data la paga 
x richiesta , senza ricorrere alla proporzione. 

Regola del Tre indiretta. 

Si hanno vivevi per 30 giorni in una piazza assediata ; 
si vogliono fare durare per 36 giorni. A che cosa bisogna 
ridurre le razioni ordinarie , che si suppongono essere 
in quel momento di 375 grammi ? 

Soluzione. Sia x il numero dei grammi d'ogni razione 
ridotta, ed n il numero delle razioni per giorno; avremo 
375e r X n t ossia 375 n per il consumo per giorno , e la 
totalità dei viveri sarà evidentemente espressa alla volta , 
moltiplicando 375 « rjcr 30 , ed nx per 36. Si ha dun- 
que fra questi prodotti eguali V equazione 

36.nx =s 30.375^ , ossia 36x := 30.375 ; 

se ne deduce la proporzione 

36 : 30 :: 375 : 3<2s-,5. 

Si s;ircl»l>e potuto immediatamente ottenere questo valore 
dall' equazione 

36^=375 X 30, 

che dà j C = 3 i^ = 3126',5. 

Nuova prova dell' inutilità delle proporzioni nelle regole 
del tre indirette, o piuttosto della facilità di risolverle 
con dell' equazioni. 

Regola di società o di ripartimento semplice. 

89. Lo scopo di questa regola è quello di dividere un 
numero dato in parti proporzionali a dei numeri parimente 
dati. Proponghiamoci per esempio , di dividere la quantità 
a in 3 parti, x,y, s, proporzionali a tre numeri dati 
m , n e p. 

Avremo fra x ed jr la relazione , 

y ■ j» 1 nx 

~ ss — , d onde y=z — ; 

e fra x e z la relazione , 

s P „ _ i P* 
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ora a motivo d'.r~+- i y-+-5 = d, è evidente che 

nx px (m + n + p) 
x~h — -H — = a* oppure x — = a ; 

equazione da cui in principio si deduce, 

aXm . fl^n aXp 

X = ; quindi r = ; e z = — , 

m-+-n-*- p ^ * m + n+p m + n-¥ p 

e se piace le proporzioni , 

m + n + p ; a H mix; m + n+p ; a H n \ y , 
ed m +n +p ; a \\p \ z. 

Cioè la somma dei numeri proporzionali dati , sta al 
numero che si vuole dividere, come uno dei numeri pro- 
porzionali dati , sta alla parte proporzionale corrispon- 
dente; e tale è la regola data in aritmetica. Essa riducesi 
siccome apparisce, a quella che abbiamo ottenuta (n.° 59) 
con un processo un poco diverso. 

Secondo questa regola , si vede che bisogna fare tante 
proporzioni, e per conseguenza tante moltiplicazioni e di- 
visioni, quante parti proporzionali ci sono da trovare; ma 
si possono ridurre tutte le divisioni ad una sola. 

Infatti se si suppone =<7, avremo 

11 m-*-n + p 

x=zq X ™>; y — q X n ; z = q X P • 

Basterà così il dividere a per m -f- n -\- p , e non si 
avranno più che delle moltiplicazioni da fare. Questa regola 
consiste dunque a dividere esattamente , o per approssi- 
mazione a per m -|- n + p , ed a moltiplicare il quoziente 
successivamente per m, per n, e per p. I ragionamenti sa- 
rebbero gli stessi per un numero qualunque di parti pro- 
porzionali. 

ESEMPIO. 

Dividere una paga di 23740'r,50 , fra 10 compagnie, a 
proporzione degli uomini di cui sono composte : la prima 
essendo di 100 uomini, la 2. a di 96, la 3.» di 104, la 
4.» di 102, la 5.' di 95, la 6.» di 92, la 7. a di 90, l'&V» 
d' 88, la 9.» d' 84, e la 10.» d'80. 

Divìdo 237400,50 per 931 , numero totale degli uomini 
delle 10 compagnie, il quoziente 25* r ,50 essendo successi- 
vamente moltiplicato per il numero degli uomini di cia- 
scuna compagnia, si trova venire 2550 fr alla 1. a ; 2448 fr alla 
2.» ; 2652 alla 3.» ; 2601 alla 4.» ; 2422^,50 alla 5.»; 2346^ 
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ALGEBRA. 11 

alla 6.» ; 2295 alla 7.» ; 2244* all' 8.» ; 2442* alla 9.» ; e 
2040<> alla iti* , 

Sì possono anche evitare le moltiplicazioni , e sempli- 
cizzare il calcolo in questa guisa. Neil* esempio precedente 
è evidente che il quoziente 25 fr ,50 c , esprime la paga che 
tocca ad ogni uomo , poiché si è divisa la paga totale per 
il numero degli uomini : in conseguenza di ciò si forma 
la tavola seguente : 

Uomini. P a g a « 

* 25 f ,50 

2 51,00 

3 76, 50 

4 102,00 

5 127,50 

6 153,00 

7 178,50 

8 204, 00 

9 229, 50 

Colla tavola non restano che delle somme da fare, come 
qui sotto si vede : 

1. Compagnia, 2. Compagnia. 

Uomini. P fl g a - Uomini. Paga. 

100 2550 fr 90 2295& 

6 153 

96 2448 



SriEGAZIOKE. 



1. " Compagnia. Per 100 uomini , prendo nella tavola di- 
rimpetto 1 1 , ed avanzo la virgola di due posti verso la 
destra , ciò che mi dà 2550 franchi. 

2. a Compagnia. Decompongo 96 in 90 -f- 6 ; per 90 ossia 
9 diecine , prendo nella tavola dirimpetto al 9 , avanzo la 
virgola d'un posto , ed ho 2295 fr ; per 6 prendo 153 nella 
tavola dirimpetto al 6, senza nulla cangiare , ed ho 2448 fr 
per paga di 96 uomini. 

Si vede come si opererehhe per le 8 altre compagnie. 

Si è in qualche modo costretti a ricorrere a questo me- 
todo, quando il numero delle parti proporzionali è gran- 
dissimo. 
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Sia per esempio da repartire una contribuzione militare 
di franchi 452407,06020j fra 4 000 proprietari i , a propor- 
zione delle loro rendite, la cui totalità ascende a franchi 

42345678,90. 

Si cercherà la contribuzione per franco , e quindi si 
opererà come qui sopra , per trovare quella che è relati- 
va ad ogni rendita. 

Regola di società , o di ripartimenlo composto. 

90. Dividere una grati6cazione di 9595 fr ,95 c fra due im- 
piegati , in ragione dei loro stipendii, e dell' anzianità del 
loro servizio. Si suppongono al primo 6000 fr di stipendio 
e 45 anni di servizio, ed al secondo 5000 di stipendio 
e 20 anni di servizio. 

Bisogna moltiplicare gli stipendii per il tempo del ser- 
vizio, e fare quindi una regola di ripartimento sem- 
plice. Cosi in questo esempio , la parte del primo sarà 
proporzionale a 6000 X 45 = 90000 , e quella del secondo 
a 5000 X 20 = 400000; si troverà 5050 fr ,50' per il secon- 
do, e 4545«»yl5 c per il primo. 

Regola del tre composta. 

94. 300 operaii lavorando 8 ore per giorno, hanno fatto 
in 50 giorni , una trincea di 200 m di lunghezza , 6 m di 
larghezza , e 2 m di profondità. Quanti operaii c» bisogne- 
rebbero , lavorando 4 0 ore al giorno per 40 giorni , a fare 
una trincea di 4 80 m di lunghezza , 8 di larghezza , e 2,5 
di profondità ? 

Per ricondurre questo quesito ad una regola del tre 
semplice , bisogna ridurre a 4 i 42 numeri che vi sono 
impiegati , il che s' eseguisce in questa guisa : Sia x il nu- 
mero d' operaii che si cerca ; 300 operaii lavorando 8 ore al 
giorno per 50 giorni , sono equivalenti a 300 X 8 X 50 
= 4 20000 operaii che lavorano in un' ora. Parimente x 
operaii occupati 4 0 ore per giorno , per 40 giorni , posso- 
no essere rimpiazzati da x X 40 X 40 ss 400 x operaii , 
impiegati per un' ora. Da un altro canto una trincea di 
200™ di lunghezza, 6™ di larghezza, e 2 m di profondità, 
è equivalente a 200 X 6 X 2 = 2400 metri cubi ; ed una 
trincea di 480 m di lunghezza, d' 8™ di larghezza, e 2,5 
di profondità , è equivalente a 480 X 8 X 2,5 = 3600* cubi. 
Così il quesito primitivo è equivalente a questo : 



» 
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ALGEBRA» 43 

420000 opcraii hanno fatto 2400 metri cubi, c 400^ 
operaia hanno fatto 3600 m cubi. Le opere essendo pro- 
porzionali agli operaii , si ha questa proporzione : 

2400 : 3600 :: 120000 : 400* ; 

, 3600 X i 20000 

dunque 400jp = — = \ 80000 ; 

. .80000 Aen 

ed jc = = 450. 

400 

Bisognerebbero dunque 450 oprraii. 
Invece di fare la proporzione si sarebbe potuto impie- 

2400 3600 

gare V equazione = — fra le due espressioni 

equivalenti a ciò che ogni operajo fa ogni ora. 

Quest' operazione è un poco più difficile a spiegare ed 
a comprendersi , quando intieramente s' interdice V uso 
dei segni algebrici. 

DELLE PROGRESSIONI. 

92. Si distinguono comunemente due specie di progres- 
sioni : quella che dicesi Aritmetica o per differenza , e 
quella che dicesi Geometrica o per quoziente. Nella pri- 
ma la differenza e nella seconda il quoziente di due 
termini consecutivi sono delle quantità costanti. 

Della progressione Aritmetica. 

93. Secondo la definizione precedente . i numeri natura- 
li , 0 , \ , 2 , 3 , 4 , 5, 6 , 7 , ec. formano una progres- 
sione aritmetica la cui differenza è uno. Il modo adottato 
per indicarle è il seguente : 

— 0.1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6. ec. 

Si pronunzia ; zero sta ad -I come I a 2, come 2 a 3, 
come 3 a 4, come ec. Inseguito impiegheremo anche la 
virgola per separare i termini da questa progressione. 

Si avrebbe parimente una progressione aritmetica , se 
gV istessi numeri si scrivessero in un ordine inverso, 

^-6.5.4.3.2.1.0. 

La prima progressione è detta crescente , e la seconda 
decrescente. 

E facile vedere che prendendo 3 termini di seguito , 
avremo sempre una proporzione aritmetica continua. 
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44 CORSO DI MATTE NATICHE . 

Problema generale. Indichiamo il primo termine d'una 
progressione aritmetica per a , l;i differenza per d , il nu- 
mero dei termini per n , l' ultimo per u , e la somma 
per s. Trovare due di questi cinque termini quando si 
conoscono gli altri tre. 

Soluzione. Si ha generalmente , 

u c= a + d ( n — 4 ) ed s — {a-\- u) X *J • 

Infatti sia una progressione aritmetica crescente, 

+ + 3<z*,a + 4<£,...u 

E chiaro che il coefficiente di d in un termine qua- 
lunque, è sempre minore d' una unita dell'ordine di que- 
sto termine: questo coefficiente è dunque (« — 4) nel- 
T n mo , dunque quest' n mo termine ossia uz=za-\- d (n — 4 ). 

Per dimostrare l' equuione . = procedere- 

mo come segue. 

Progressione data ; 
-f- a& + d^ + Idia + Zd v ... a+d {n—2) ,a+d («—4 ) : 
Progressione inversa : 

~a + d (»— 4 + d (n — 2) a + d^a: 

Somma delle due progressioni, 

~2a + d(n~- \),2a + d {n— 4),2a + rf(/i— 4 ) 

2a + d{n — 4 ) , 2* + d ( n — 4 ) ; 

ossia -|-<z-{-u,<x-J-M,a-{- u a -f- " , a -|- u; 

Somma dei termini di quest' ultima progressione , 

2s = ( a + u ) X « : 
Somma dei termini della prima progressione, 

(« u) x n 

'= — i — • 

Spiegazione. S' aggiungono insieme, termine per termi- 
ne , le due prime progressioni per formare la terza. Tutti 
i termini di quest' ultima si trovano necessariamente eguali 
fra loro, perchè la differenza d è addittiva nella prima e 
sottrattiva nella seconda. Ogni termine della terza sarà 
espresso da a -J- w , la somma di tutti i termini lo sarà 
da (a4-u)n; ma questa somma è evidentemente doppia 
di quella dei termini della prima progressione; dunque 
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s ss ) * " 5 indicando con * la somma dei termini 

della prima progressione. 
Le due equazioni fondamentali , 

u=z a -\- d (n — 1 ) ; ed 5= ; 

si traducono cosi in linguaggio ordinario : V ultimo ter- 
mine d J una progressione aritmetica crescente è eguale 
al primo termine , più la differenza moltiplicata per il 
numero dei termini meno uno ; e la somma dei termini 
è eguale alla meta del prodotto della somma degli estre- 
mi, moltiplicata per il numero dei termini* 
Le due equazioni primitive. 

u=za-j-d{n~ i) ed j = - ■—- — , 

avendo tre quantità comuni a , u ed n , se ne possono 
derivare altre tre equazioni, successivamente eliminando 
a , u ed n. Quest' equazioni derivate sono , 

2 s = 2 u n — dn{n — \ )\ 
2s = 2an + dn{n—\), 
2ds=zu*~a* +ad + ud. 

Così si avranno cinque equazioni ira le cinque quantità , 
a, d y ti, ed j, combinate quattro a quattro. 

94. Se si risolve ogni equazione , • rapporto ad ognuna 
delle quattro quantità che ci sono impiegate, ne risulte- 
ranno 20 formule che risolveranno il problema proposto. 

Tavola di queste venti formule. 



Noti. 

n d u 

n u s 

n d s 

u d s 



Trovare. 



• • • • 



• * • 



a 

a = 



Formule. 

u~d{n — \ ); 
2s — un 

2s — dn(n — i ) 



In 



d -4- K ( 2« •+ d y — Bds 

a =: — — — 

2 
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Seguito della Tavola. 



Noti. 
a d n 
a n s 

d n s 

a d s 


Trovare, 
u 


Formule. 

ii 53 a 4- d ( n — \ ) ; 

2j — an 
n ' 
2s + dn ( re — i ) 

u ss i - 

2« * 

_ d±:S(2a—dy+- 8ds. 
2 


a a d 
a u s 

a d s 

u d s 


n 


2$ 

n = ; 

d—2a±:SCla — d)* + 8ds 
2d « 

2u + d-+- f(2u — h dy~ 8ds 

n ~ M 


a u n 
a u s 
a n s 
u n s 


d 


«1=— "s 
re — < 

, u» — a» 

ci — : 

2* — a — u ' 

. 2$ — 2an 

» = — — — ; 
n(n-i) 

j 2u« — 2j 

* — «(«-<)' 


a u n 
a u d 
and 
u n d 


s 


(a -+-re) Xre 
5 — 2 

(a-t-u) (a — a-t- <i ) 

* = 2<* * 

2an + da(n — 4 ) 
*~ 2 

2un — rfre ( re — Il 

* — 2 
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l principianti faranno bene a cercare queste stesse for- 
mule e verificarle , applicandole ad una progressione co- 
gnita in tutte le sue parti. Sia per esempio la progressione, 

•~ 4 . 3 . 5 . 7, in cui it ~ \ , d — 'J. , nzzz 4 y uz=z 7 ed s :=H 6. 

Si vuole verificare la formula un poco complicata, 



— la -± S(2a — tiy + 8<ls 
— 2d 



2 — 2-4- f (2 — 2)»-»- 8x2 x 46 46 , 

s, avrà n= = 2x2 =± 7 =±4. 

Il valore -f- 4 soddisfa solo all' equazione ed alla pro- 
gressione , ed il valore — 4 non soddisfa che all' equazione. 

95. Se si divide in parti eguali il tempo che un corpo 
impiega a cadere liberamente, e senza provare resistenza 
per parte dell' aria, gli spazii percorsi, nel tempo di 
quest istanti eguali , formano secondo i fisici , una pro- 
gressione aritmetica. Questa progressione è d'altronde ri- 
marchevolissima , in ciò che la differenza che vi regna , 
è doppia del primo termine ; per conseguenza avremo, 

, _ . 2 an ■+■ dn ( n — 4 ) 2 an + 2an (li — 4 ) 
d s Za ; ed s = 2 = - 

2 an ■+• 2an* — lan 

— ; = an* . 

2 

Cosi in questa progressione, la somma dei termini è 
eguale al primo termine , moltiplicato per il quadrato del 
numero dei termini; e per conseguenza lo spazio percorso 
da un corpo, dall'origine del suo moto, è eguale allo 
spazio percorso nel primo istante, moltiplicato per il 
quadrato del numero degl' istanti. Si è osservato che il 
primo spazio *i = 4 m ,904 se si conta il tempo in secondi. 
Perciò passiamo alle applicazioni. 

Applicazioni. 

I. Problema. Dna bomba ha impiegato tanto tempo a 
salire quanto a scendere, ed il suo moto ha durato 10 
secondi. A quale altezza si è ella inalzata? 

Soluzione. Si trova s ss 4<«,904 X 5* ss 4,904 X 25 = 
4 22*" ,600 (63"**). Si fa /i = 5 poiché la bomba ha dovuto 
cadere per 5 secondi. 

Corso di MalU T. IL 2 
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II. Problema. La cima del Panteon a Parigi è alta 
circa 78 ,H ,464 ( 24-1 piede al disopra del pavimento di 
quest'edilizio. Quanti secondi impiegherebbe un corpo 
grave a cadere da quest'altezza? 

Soluzione. L'equazione r=an* diviene 78 m ,464=4 m ,904 n % . 

_ 78461 . . 

Dunque n* = = lo, ed n = 4. 

Cosi il corpo metterebbe 4 secondi a cadere. 

III. Problema. Un uomo è incaricato d' annaffiare uno 
ad uno 100 alberi posti sulla stessa linea, a 5 metri l'uno 
dall'altro; prende l'acqua a 10 metri dal primo albero, 
sul prolungamento della linea degli alberi. Quanta strada 
farà all' andare ed al tornare? 

Soluzione. Farà 20 metri per il primo albero , 30 per 
il secondo , 40 per il terzo , ec. 

Gli spazii percorsi formano dunque una progressione 
aritmetica, il cui primo termine è 20 , la differenza HO, 
ed il numero dei termini 100. Avremo la somma colla 
formula : 

lan + dn^n— Q _ 2.2CH 00 + 4 000 X 99 4000 ->- 99000 
s _ - 2 ~ 2 



= 51500"»*. =5-»i»— ,15. 
Circa 12 leghe di 25 al grado di latitudine. 

IV. Problema. Un uomo tanto all' andare che al ritorno, 
ha percorso metri 13750 per annaffiare uno ad uno n al- 
beri , posti sopra una medesima linea , a 5 metri V uno 
dall'altro. Si sa di più che ha fatto 520 metri per V ul- 
timo albero. Si domanda quanti alberi ci sono, ed a qual 
distanza dal primo albero è la sorgente che si suppone 
sulla linea degli alberi ? 

Soluzione. Non prendiamo ebe la strada percorsa al- 
l' andare o al tornare. 

Avremo li!^? = 6875 m per tutti gli alberi , 

520 

e ~Y = 260 per 1' ultimo albero. 

Allora gli spazii percorsi formano una progressione aritme- 
tica , la cui differenza è d = 5 , l'ultimo termine u = 260, 
e la somma dei termini v = 6875. Il numero dei ter- 
mini sarà , 
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2« -+ d ^(2«+ </ )*— 525 -+- 25 

n - " Td =— 

525 — 25 . 525 h- 25 

cosi « = — - — = 50 ed /i = — -— ss 55. 
Se si prende n = 50 si trova ; 

0 ss « — d ( »— 4 ) ss 260 ~ 5.49 = 260 — 245 ss 15. 

Cosi c' erano 50 alberi , e l' acqua era a 1 5 metri dal 
primo albero. 

Il secondo valore di n non può risolvere il problema , 
poiché se si prende n SS 55 , si trova a = — -10. Ma que- 
sto stesso valore di «, come pure il primo, risolverebbe- 
ro il seguente quesito. In una progressione aritmetica de- 
crescente, il maggior termine u ss 260, la differenza d ss 5 , 
e la somma dei termini s s= 6875. Infatti nel caso d'« =s 50 
la progressione sarebbe , 

-:- 260 . 255 . 250 20.15. 

e nel caso n = 55, la progressione diverrebbe; 

— 260.255.250 20. 15. 10. 5. 0. — 5. — 10. 

progressione ove come nella prima u = 260 , d — 5 , ed 
.5 = 6875; perchè la somma dei 5 termini 10, 5, 0, — 5, 
— 10 si riduce a zero. 

Ritorneremo alla progressione aritmetica quando parle- 
remo delle piramidi delle palle. 

Delle progressioni geometriche o per quozienti. 

96. In questa specie di progressione, il quoziente dei 
due termini consecutivi divisi X uno per 1' altro , è sem- 
pre lo stesso. Così la serie dei numeri 1, 2, 4, 8, 16, in 
cui ogni termine è la metà del seguente, e quella ancora 
15625 , 3125, 625, 125, 25, 5, 1, in cui ogni tcrmiue è il 
quinto del precedente, formano due progressioni geome- 
triche, la prima crescente e la seconda decrescente. Si scrive. 

H 1 I 2 : 4 : 8 : 16, per la prima, 

e H 15625 : 3125 : 625 : 125 : 25 : 5 : 1 per la seconda. 

Si pronunzia 1 sta a 2 come 2 sia a 4 , come 4 sta 
ad o, ec. 

97. Problema geiìebale. Conoscendo tre di queste cinque 
quantità, il minor termine fl, il maggiore u y il numero 
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dei termini n , la somma dei termini * , ed il quoziente q , 
trovare gli altri due. 

Soluzione. Suppongo iamo la progressione crescente, c 
q > \ ; avremo , 

Infatti sia la progressione crescente qualunque 

H a l aq l aq* l aq* l cq^ l aq* l aq 6 : u. 

Si vede evidentemente che in ogni termine , l' esponente 
di q è minore d' una unità dell ordine di questo termi- 
ne : cosi quest' esponente dev' essere n — i nell' n mo ter- 
mine, e per conseguenza uszaq*— 1 . Ciò ch'era necessa- 
rio di dimostrare. 

Dall' equazione s = a + aq + aq* + aq 5 

+ aq''~ s + «<7' i ^ i + aq*~-* ,ossia u , 

si deduce prima 

s — a ~ aq + <i</ % "\~aq s + aq"—* -f- aq"— 1 

SS q{a-\- aq -J- aq* -\- aq'—*) ss q {s — u). 

Dall' equazione s — a=z q X (s — a) se ne deduce 
successivamente, 

s — az=zsq — uq ; s — sq SS a — uq ; s (1 — q)=za — uq; 

a — uq . uq — a 

s ss i _ o piuttosto J = _ < , 

perchè si suppone q > i. Ecco dunque la seconda equa- 
zione dimostrata. 

Se si eliminano successivamente ciascuna delle tre quan- 
tità a, u, q, comuni alle due equazioni primitive, 

. un — a 

u = aa"— 1 «d i= — , 

q—\ 

avremo queste tre equazioni derivate : 

aq n — a + s — sq = 0 ; 

uq n — u 4" sq n — % — sq a SS 0 ; 

ed u ( s — u )"-' — a ( s — a )«— 1 — 0. 

Avremo dunque in tutto cinque equazioni, che racchiu- 
dono ognuna quattro delle cinque quantità a, u, q, n, s. 
La risoluzione di queste cinque equazioni fornirà 20 for- 
mule , e queste 20 formule risolveranno il problema pro- 
posto. Ecco queste formule, impiegandoci per quanto è 
possibile, i logaritmi dei quali parleremo in seguito. 
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Noti, 
u q n 

u q s 

q n s 
u n s 
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Trovare. Formale. 



2i 



.... 



... 



.... 



a — ; 

qn— « ' 

log. a = log. U — . ( «—1 ) x 
log. q. 

Sa =zuq -H s — sa ; 
log. ( s — a ) = log. q H- log. 
( * — a). 

*(<7-0 
« = — - — ~-; 

qn—i 

log. a SS log. S *+- log. (7 i ) 

— log. 1). 

( a X ( * — « )' , - , — « X 
• • ( ( s „ — 0. * 



a q n 



a q s 



. . . . j log. u = log. a+(n — \ ) 
t X log. 7. 



1/ 



q n s 



a 11 s 



a u 11 



... 



sq — s -t- a 
U = ; 

log. (5 — w) = log. (j — rt) 
— log. q. 

u — *7"-'(7- O . 

<7«— « ' 
log. u = log. 5 + — 1 ) X 
log. 7 + log. ( q — -1 ) — 
log. (7"— \ ). 



( =0. 



.... 



« Il s 



.... 



u 9t s 



.... 



i=Vn> 

log. u — log. a 
log. 7 = log. (5 — « ) — log. 

( s — u ). 

fl<7" — sq -\- s — a — 0. * 
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Noti. 
a u q 
a u s 
a q s 
u q s 
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Trovare. Formule. 



a u q 



a u n 



a n q 



u n q 



.... 



.... 



n 



— 4 _I_ lo 6 " — lo 8- a 



n = i + 



log. u — log. a 



log.(i— «)— log.(*— a) 



n lo g, (a -ny— i) - log , a 

log. ? 

n:= H-l- lo S' "-l og (*-*/ 

H-7 



.... 



.... 



u/7 — a 

log. ^ = log. ( i/ijr — a ) — 
( 7 — 1 )• 

n—' ti — • 
m|/m — n"|/a 

Si calcoleranno separatamente; 

1.° u\/u ; 2.° ; 3.o \/u ; 

4.° j/a, colle formule par- 
ticolari. 

i.° log. u\/u = log. 1/ 

log. I* _ , 

■^-j ; 2.° log. a\/a ss log. a 

+ 3.» log. "jA ss 

loc. « . , K ~~/ log. rt 
q — i 

log. s ss log. a + log. (<7"— ' I ) 
— log. ( q — i ). 

( , ^ "(7"-0 . 
1 7"-* 
' ' ì lo g- * = Iog. « + log. {q» — i) 
( — log. (v— 1 )— log. 



1 
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Queste formule si applicano egualmente alle progressio- 
ni decrescenti , basta allora riguardare a come il termine 
minore, u come il maggiore, q come il quoziente del 
maggiore dei due termini consecutivi diviso per il minore. 

Gli alunni faranno bene ad esercitarsi a verificare que- 
ste formule , applicandole ad una progressione di cui tut- 
te le parti sono note. Sia per esempio la progressione. 

h * : 2 : 4 : 8 : 46 : 32 : 64 ; 

in cui a — i, ? = 2 , a =z 64 , n = 7 , ed s = \ 27. 
Se si vogliono verificare le formule, 

a=zuq + s — sq ; m = , — ; 

finalmente s = . 

\/ U _ "Va 

Avremo successivamente , 

a — 2 . 64 + 127 — 2 . 127 = 128 - 127 = 1 ; 

i27. 2 6 _ 127.61 

" 27~ <28-< ~ } ' 

finalmente * = = = 127. 

ti , 6 . I — I 

1/64- Vi 

Risultamenti conformi alle supposizioni che si sono fatte. 

Fra le formule della tavola precedente ce ne sono per- 
tanto quattro che gli alunni non potranno in generale 
verificare , perchè questi elementi non permettono d'espor- 
re dei metodi per risolvere 1' equazioni numeriche de 
gradi superiori al secondo (1). 

Applicazioni. 

98. Non si può quasi parlare di progressioni geometri- 
che senza rammentare il problema seguente : 

Problema. U inventore del giuoco degli scacchi avendo 
avuto la scelta della ricompensa che desiderava , domandò 
un granello di grano per hi prima casa dello scacchiere , 



(1) Queste quattro formule sono indicate nella tavola dal segno. * 
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2 granelli per la seconda, 4 granelli per la tersa, 8 gra- 
nelli per la quarta, e cosi di seguito, raddoppiando sem- 
pre fino alla sessantaquattresima ed ultima casa. Quanti 
granelli domandava egli ? 

11 numero dei granelli del grano è evidentemente la 
somma dei termini d' una progressione ove si conosce 
az=z\ , q ss 2 , n = 64 , avremo dunque questa somma 
mediante la formula, 

s = aC<yw "~° = = 2H_ \ = \ 84467 4407 37 09551 61 5. 

Questo calcolo consiste a togliere 1 dalla sessantaquattre- 
sima potenza del 2. Questa sessantaquattresima potenza può 
formarsi in questo modo. Moltiplicate 1.° la quarta poten- 
za per -16 o per se stessa ; 2.° il resultamento di questa 
prima moltiplicazione per se stesso o l' ottava potenza per 
se stessa ; 3.° il risultamento di questa seconda moltipli- 
cazione per se stesso , o la sedicesima potenza per se stes- 
sa ; 4.° il risultamento della terza moltiplicazione per se 
stesso , o la trentaduesima potenza per se stessa , ciò che 
darà la sessantaquattresima potenza del 2. 

Dei curiosi hanno trovato che ci volevano circa 261000 
granelli di grano per formare il peso d' un miriagrammo 
( circa lihbre 20 ) ; 1' inventore avrebbe dunque avuto 
70677180359040 miriagrammi, e valutando questo peso a 
2 franchi, ciò avrebbe fatto 141354360718080 franchi, 
somma di denaro molto supcriore ad ogni tesoro nel mondo. 

99. Riprendiamo la formula , 

Se ne facciamo 1' applicazione alle progressioni decrescenti 
all' infinito, essa si ridurrà ad j = — ; infatti il numero ti 

dei termini essendo infinito , la frazione — sparisce , poi- 
ché il suo denominatore q n diviene lui stesso maggiore 
d' ogni quantità assegnabile. 

Per fare uso di questa formula rammenteremo quello 
che si è detto per applicare alle progressioni decrescenti 
le formule delle progressioni crescenti. Vedasi 1' osserva- 
zione che immediatamente segue la tavola di queste for- 
mule. 

Si troverà successivamente per mezzo della formula pre- 
cedente. 
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4 4 4 1 , 

4 4 4 4 
— 4 



4 46 64 256 



i 

t 


X 2 


""2 


— 4 


i 

5 


X 3 


~~ 3 


— 4 


i 

4 


X 4 


" 4 


— 4 



Si rappresenta col zero il minor termine, perchè dev'es- 
sere minore d'ogni numero finito; altrimenti la progres- 
sione potrebbe essere continuata al di là. 

Le frazioni decimali periodiche presentano un esempio 
rimarcabile delle progressioni decrescenti all' infinito. In- 
fatti l'espressione di questo genere, 0, 81 81 81 ec. 

84 . 84 81 

400 » 4ouoo » ^oooooo ■ ec * 

84 , 84 Si . 
4UU 4 00 400 



400—1 "~99 44' 



8 1 

Perchè in questa progressione u =; — e q = 1 00. 



Parimente 0, 435 135 135, ec. 
«5 _13£_ ^35_ AVd.4000 _ 435 _ 5_ 

4000 TOOO 1 T ioòÒ 3 "~ <00 °-< 53 37 



Similmente 0,571428 571428 571428, ec. 

574128 574428 , 574428 . 574428 




4 000000 

«Vo^lV 4 000000 _ 574428 _ 4 
4000000 — 4 999999 ~~ 7 



i i i i: :i 



+ ec. 



Da questi esempii si vede che nella frazione ordinaria, 
equivalente alla frazione decimale periodica, il numerato- 
re è formato dalle cifre del periodo, e che il denomina- 
tore è composto di tanti 9 quante cifre ci sono nel periodo. 

Se il periodo decimale non comincia colle prime cifre 
decimali, si farà in questa guisa: 
Sia 1' espressione 0,416666 ec. a 



avremo . 

0,416666, ec. = ^ 41,6666 , ec. 
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= ioo* C 41 + Hi + (70)^ + (Top + 7To)4 + ^ ) 

~" 400 " \ 9 """ 900 42 ' 

Parimente avremo 0, 1 36 36 36, ec. 

= 4 ~0. 1 , 36 36 36, ec. 

-!h + iì + _ 36 _ + _^4.ec ^ 

40 V » 400 " (400)» » (<00) J ~ / 

- _i f 4 4. —} — 1 IH — - 5 — - 
""~40V » ~99~/ "™ iò * 99 ~~ 990 ~~ 22* 



Il periodo principia alla terza cifra nel primo esempio 
ed alla seconda cifra del secondo esempio. Si è avanzata 
la virgola di due posti nel primo esempio, e d'un posto 
nel secondo. Ma siccome ciò portava a moltiplicare per 
100 nel primo esempio, e per 40 nel secondo, si è nel 
tempo stesso indicata la divisione per 100 nel primo caso, 
e per 10 nell' altro; compenso che ha conservato il valore 
dell' espressioni primitive. 

Si trarrebbe da ciò la regola prescritta in Aritmetica 
al n.° 70 per ritrovare la Trazione ordinaria che ha po- 
tuto produrre una frazione periodica. 

Dei logaritmi. 

400. Neper, inventore dei logaritmi, ha dovuto conce- 
pirne l'idea, paragonando la progressione aritmetica alla 
progressione geometrica. 

I logaritmi sono dei numeri artificiali che s' impiegano 
invece di numeri veri , per semplici zzare i calcoli. Infatti, 
col mezzo loro, si riconduce la moltiplicazione all' addi- 
zione, la divisione alla sottrazione, la formazione delle 
potenze alla moltiplicazione, e l'estrazione delle radici 
alla divisione. Può esserci un' infinità di sistemi di loga- 
ritmi, fra i quali n'esistono due che sono in uso. Ci li- 
miteremo prima ai logaritmi volgari o di Briggs , e ne 
stabiliremo la teoria sul paragone delle due progressioni : 
questo processo sembra il più semplice ed il più ele- 
mentare. 

101. Sia la progressione geometrica, 

h i : io : loo : 1000 : 10000 : 100000 : 1000000, ec . 
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e la progressione aritmetica. 

-"-0.4 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 , ec. 

Prenderemo i termini di questa per i logaritmi dei 
termini corrispondenti della prima. Così log. 1=0, 
log. -10 = 1 , log. 100 = 2, log. 1000 = 3, log. 10000 = 4, 
log. 100000 = 5, log. 1000000 = 6, ec. Si vede che il lo- 
garitmo ha tante unità quanti zeri ci sono dopo Y unità 
nel numero corrispondente. 

La progressione geometrica, siccome si vede., è quella 
delle potenze del 10; e la progressione aritmetica è quella 
dei numeri naturali. Sono quelle che col loro paragone 
rendono i calcoli uiù semplici. 

1 02. Per concepire i logaritmi dei numeri che non sono 
delle potenze del 1 0 come 2,3, ec. si suppone d' avere 
inserito un grandissimo numero di medii geometrici fra 
due termini consecutivi nella progressione geometrica, ed 
un simil numero di medii aritmetici fra i termini conse- 
cutivi e corrispondenti della progressione aritmetica. An- 
dando da 1 a 10 nella progressione geometrica, si avran- 
no dei medii geometrici eh equivarranno l'uno a 2, l'altro 
a 3 , un altro a 4 , ec. se non esattamente , in un modo 
almeno moltissimo approssimato, poiché la differenza fra 
due medii consecutivi è tanto piccola quanto si vuole : 
questi medii geometrici equivalendo a 2, a 3, a 4, ec. 
avranno per logaritmi i medii aritmetici corrispondenti. 

Per esempio se si valutano i logaritmi ad un centomil- 
lesimo circa , come nelle tavole che portano il nome di 
Lalandc , si è supposto avere inserito 99999 medii tanto 
geometrici che aritmetici, e la differenza fra i due me- 
dii aritmetici consecutivi e n * n . , mentre che il rap- 

i 00000 ' r 

porto dei due medii geometrici consecutivi è espresso 

InOuOO 

da V Ì0. 

Si vede che questo rapporto si trova colla formula 

il -I 2/ 

precedente q = j/ — in cui , n = 1 00001 , u = 1 0 , a = 1 . 

La differenza Ira due termini consecutivi della progres- 
sione aritmetica corrispondente, si trova colla formula 

d — - in cui , u — i , a = 0. 

Indicheremo altri processi praticabili per calcolare real- 
mente i logaritmi dei numeri che non sono potenze esatte 
del 10. 



28 CORSO DI MATTEM ATICHE. 

403. Vediamo adesso come, coli' ajuto dei logaritmi, si 
riducono siccome l'abbiamo enunciato , la moltiplicazione 
all'addizione, la divisione alla sottrazione, ec. 

Concepiamo che si sia inserito fra i termini consecutivi 
dell' una e dell' altra progressione , quel grandissimo nu- 
mero di medii geometrici ed aritmetici dei quali abbiamo 
parlato. Sia q il rapporto dei due termini consecutivi 
della nuova progressione geometrica , y un termine qua- 
lunque della stessa progressione, il cui ordine o posto è re ; 
sia parimente d la differenza di due termini consecutivi 
della nuova progressione aritmetica, ed x un termine qua- 
lunque il cui posto è re; per conseguenza x = log. y. 

404. Si avrà (97)^ = ^-', 

e (93 e 94) x=rf(re— 4 ). 

Avremo parimente y' = q n '—* , ed x' = d ( re' — 4 ) ; 

y è un termine il cui posto è re' nella progressione geo- 
metrica; x' è il termine corrispondente, o dello stesso 
posto, nella progressione aritmetica. Cosi, 

x % ss log.y. 

Se moltiplichiamo y per avremo, 

yXy = q*- 1 X <7"-' = q' 1 ^'-'. 

poiché gli esponenti sono supposti dei numeri interi. Il 
prodotto <p * è un termine della progressione geome- 
trica , e ci occupa un posto marcato da re re' — 4 : cosi 
il suo logaritmo, che occupa lo stesso posto nella pro- 

Sressione aritmetica, dev'essere espresso da d (re -f- re* — 2). 
desso ( x + jc' ) = d ( re ■+• re' — 2 ). Dunque log.y ./s« 
-j- x' = log. y -f- log. /. Così il logaritmo d' un prodotto 
di due fattori, è eguale alla somma dei logaritmi di 
questi due fattori. 

Se il prodotto racchiude tre fattori, come y . y . y 
sia y .y ss z , avremo y .y . / sa z/ e log. y . y 1 . y v = 
log. zy v ss log. z -f log. / = log. y + log. / -f log. v" a 
causa di log. z = Iog.y + log.y. Così il logaritmo d'un 
prodotto di tre fattori, è eguale alla somma dei logaritmi 
di questi tre fattori. E fucile estendere questa regola ad 
un numero qualunque di fattori. Dunque in generale , il 
logaritmo d'un prodotto, è eguale alla somma dei lo- 
garitmi dei /attori di auesto prodotto. Dunque , la mol- 
tiplicazione , mediante i logaritmi, si riduce all'addizione . 
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-105. Sia q = , dunque bq = a , e log. bq = log. £ 

-j- log. q = log. Finalmente log. q — log. a — log. b, 
cioè, il logaritmo d'un quoziente è eguale al logaritmo 
del dividendo , meno il logaritmo del divisore. Conse- 
guentemente la divisione si riduce alla sottrazione. 

106. Sia y = a* ; dunque log. y — log. a log. a = 2 
log. <z. Sia ancora y a = <z#tf ; dunque log. y = log. a 
-{- log. « -\- log. « = 3 log. rt. Cosi il logaritmo d'un qua- 
drato d'un numero, vale due volte quello di questo nu- 
mero; ed il logaritmo del cubo d'un numero qualunque, 
valp tre volte il logaritmo di questo numero. 

E facile di generalizzare questa regola , e conchiuderne 
che il logaritmo d'una potenza qualunque d'un numero , 
si trova moltiplicando il logaritmo di questo numero 
per V esponente della potenza ; regola che in questo mo- 
do può tradursi in algebra. Sia y = a n , se ne deduce 
log. y = ra log. a. Così la formazione delle potenze si ri- 
duce alla moltiplicazione. 

107. Siay* = ^, e per conseguenza y = \/a ; avremo 

log. y* ossia 2 log. y = log. a , e log. y = j log. a ; 

cioè il logaritmo della radice quadrata d' un numero a 
è eguale alla metà del logaritmo di questo numero. 

Sia di più/ 5 =za, e per conseguenza^ = \/a , 
dunque log. y 5 , oppure 3 log. / = log. a, 

e log. ^=1 log. 0 = !^. 

cioè il logaritmo della radice cubica d'un numero è egua- 
le al terzo del logaritmo di questo numero. In generale , 

sia y* === a e per conseguenza y = y a ; 

dunque log. y* ossia n log.^ z=a, e log. y = - *j 

dunque in generale il logaritmo della radice qualunque 
d' un numero si trova dividendo il logaritmo di questo 
numero per V esponente della radice. Cosi l'estrazione 
delle radici il cui calcolo è penoso, e qualche volta quasi 
impraticabile per le regole ordinarie, si riduce ad una 
semplice divisione , col soccorso dei logaritmi. 

108. Dopo avér date le regole che convengono al caso 
ove separatamente s impiegano la moltiplicazione , la di- 



30 CORSO DI M ATT EMATICHE. 

visione, la formazione delle potenze e l' estrazione delle 
radici, vediamo quelle che se ne possono dedurre, quando 
queste operazioni di calcolo sono mischiate insieme. 
409. Sia la proporzione geometrica, 

a l b II c l x, se ne deduce * = ; 

e log. x = log. b -f- log. c — log. a. 

Dunque il logaritmo d* un estremo d* una proporzione 
geometrica , è eguale alla somma dei logaritmi dei medii , 
meno il logaritmo dell 1 estremo cognito. 

Sìa la proporzione, 



ac 

a l b H x Z c , d' onde x ss ; 
e log. x ss log. a + log* c — log. b. 

Cioè il logaritmo d un medio è eguale alla somma 
dei logaritmi degli estremi , meno il logaritmo del me- 
dio cognito. 

\\Q. Sia la proporzione continua, 

a : x 1 1 x l b , d' onde x % z=zab ; 

i , log, a-»- log. & 

e log. x = . 

Cosi il logaritmo del termine medio , in una propor- 
zione continua è eguale alla metà della somma dei lo- 
garitmi degli estremi. 

... c . . b . ac-+b 

\\\. Sia x ss a A ossia x zzz ; 

•e c 

dunque log. x ss log. {ac b) — log. c. 

Dunque per avere il logaritmo d'un intero unito ad 
una frazione , bisogna ridurre V intero in frazione , ri- 
guardare il nuovo numeratore come un dividendo 3 e il 
denominatore come un divisore , ed applicare la regola 
prescritta per la divisione. Non bisogna confondere log. 
(ac-\-b) con log. ac -\- log. b , essendo quest' ultimo 
quello del prodotto della quantità ac moltiplicata per b ; 
invece che il primo è quello della somma di queste due 
quantità; per impiegarlo, bisogna valutare queste due 
quantità separatamente in numero, aggiungerle insieme , 
e prendere il logaritmo della loro somma. 
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112. La tavola delle formule delle progressioni geome- 
triche , offre degli esempii complicati abbastanza dell' uso 
dei logaritmi : vi rimandiamo perciò il lettore. Ne ripor- 
teremo soltanto due esempii. 

Sia T equazione, 

uq a — u — sq a — sq n — 1 . 

Per risolverla rapporto ad n , si passeranno nel primo 
membro tutti i termini ove si trova n, e nel secondo 
quelli ove non è n ; avremo, 

u</*— sq n + sq n - 1 = u i quindi q«- x ( uq — sq^rs ) ssa i 

poscia (j"— l =: ; 

* 7 uq-*- s — sq' 

finalmente (n — 1 ) log. q = log. u — log. {uq — sq -\-s ); 

ed n = 1 4- lo 8- M — lo S-("? — *7 + Q 

log. 7 

Sia pure l'equazione, 

a ( s — a )»— x ss ti (s —u )*-' , 
che si vuol risolvere rapporto ad n ; avremo 

( s — a )«— ■ u . / s — a \ n— « u 

5 ' — -■ = — , ossia l ) ss — . 

(a— u)<— ' a \s — uj a 

Passando dai numeri ai logaritmi avremo, 

(/i — 1) log. (*-^fy = l°g. « — log. a ; 

finalmente n — \~ log " " - lo g" " . 

log. — a) — log.(j — u) 

Sara bene esercitarsi a cercare gli altri risultarli nU 
dalla tavola. 

Idea del modo di calcolare i logaritmi volgari. 

113. Le progressioni fondamentali danno immediatamen- 
te i logaritmi dei numeri 1 , 10, 100, 1000, ec. o delle 
potenze esatte del 10. La ricerca dei logaritmi degli altri 
numeri si riduce a quella dei logaritmi dei numeri pri- 
mi , 2 , 3 , 5 , 7 , ec. ; poiché i logaritmi dei numeri che 
sono formati dalla moltiplicazione dei numeri primi , s'ot- 
tengono aggiungendo insieme i logaritmi di questi numeri 
primi. Vediamo come potremo calcolare il logaritmo d'un 
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numero primo , quello di 5 per esempio. Non si può fare 
uso della supposizione dei medii geometrici ed aritmetici 
inseriti in numero immenso fra i termini consecutivi delle 
due progressioni fondamentali , perchè il calcolo sarebbe 
in questo modo impraticabile ; ecco però un altro processo. 

114. Cerchiamo un medio geometrico fra \ e •10, ed un 
medio aritmetico fra 0 éd \ : sarà questi il logaritmo del 
primo. Si avrà indicando per x questo medio geometrico, 

x =>/l0 = 3,162277. e log. xz= =0,50000000. 

Cerchiamo nuovamente un medio geometrico fra 10 e 

3,1 62277, avremo con questo mezzo j/3 1,6227 7 =5,62341 \ 3. 
Il logaritmo corrispondente è eguale alla metà della som- 
ma dei logaritmi di 10, e 3,162277 : questo logaritmo 
eguaglia 0,7500000. Si continua 1' operazione cercando sem- 
pre un medio proporzionale fra due medii già calcolati , 
r uno immediatamente maggiore e l'altro immediatamente 
minore di 5. Uno si ferma allorché si giunge ad un me- 
dio che non differisce da 5 , d' una parte decimale d' un 
ordine dato ; del sesto , per esempio , se uno si limita a 
quest' approssimazione. Si calcolano nel tempo i stesso i 
logaritmi corrispondenti ; cosa facilissima , poiché il loga- 
ritmo d' un medio qualunque è eguale alla metà della 
somma dei logaritmi de' due numeri fra i quali si è cal- 
colato questo medio. 

Così si e trovato che il log. 5 = 0,6989700 : 
se ne conchiudcrà il log. 2 = log. 10 — log. 5 = 0,3010300. 

Coi log. 2 e log. 5 , si calcoleranno i logaritmi dei nu- 
meri che sono una potenza del 2 , o una potenza del 5 , 
o il prodotto d' una potenza di 2 moltiplicata per una 
potenza di 5. Così, 

log. 4 = 2 log. 2 = 0,6020600 ; 

log. 25 = 2 log. 5 = 1,3979400. 

e log. 40 = log. 5 4- log. 8 = 1,6020600. 

Se si calcolano nello stesso modo i logaritmi di tutti i 
numeri primi, avremo facilmente i logaritmi degli altri 
numeri , che sono o delle potenze , o dei prodotti delle 
potenze dei numeri primi. Per verità questo metodo con- 
durrebbe a calcoli immensi ; ma fortunatamente questi cal- 
coli sono fatti , e ne sono risultate le tavole dei logaritmi. 
Indicheremo quelle che sono più in uso. 
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Delle tavole dei logaritmi. 

115. Le tavole di Callet meritano la preferenza per la 
loro estensione e per il modo in cui ci sono disposti i lo- 
garitmi volgari. Racchiudono , inoltre , i logaritmi delle 
linee trigonometriche, secondo la divisione sessagesimale, e 
secondo la divisione centesimale. Ci sì trovano pure i loga- 
ritmi di Neper, il cui uso è utile nell'analisi trascendente. 

Indicheremo quindi le tavole di Borda delle quali M. 
Delambre è stato l'editore : racchiudono esse, 4 .° i logaritmi 
volgari , colla medesima estensione e la medesima disposi- 
zione di quelle di Callet ; 2.° i logaritmi delle linee tri- 
gonometriche secondo la divisione centesimale. In mancan- 
za di queste tavole grandi si possono impiegare quelle in 
12° a sei figure, pubblicate da M. Plauzoles , che racchiu- 
dono i logaritmi volgari per tutti i numeri dall' 4 fino al 
21750, ed i logaritmi trigonometrici per l'antica e nuo- 
va divisione del quadrante. 

Le tavole di Lalande hanno pure il vantaggio d' essere 
portabili , ma non danno i logaritmi volgari dei numeri 
naturali che dall' i al 40000. 

Crediamo opportuno di rimandare a queste diverse ta- 
vole , per imparare il modo di servirsene. Supporremo che 
si abbiano sotto gli occhi quelle di Callet; altrimenti sa- 
rebbe quasi impossibile il comprendere quello che siamo 
per esporre. 

116. Ci sono in tutti i logaritmi due parti ben distinte, 
la caratteristica e la /razione decimale ossia mantissa. 
La caratteristica è il numero intero che precede la frazio- 
ne decimale; cosi in 1,3979400 = log. 25, la caratteri- 
stica è 1 , e la frazione decimale o mantissa, è 0,3979400. 

Callet e Borda hanno soppresso e con ragione, la ca- 
ratteristica dei logaritmi volgari. Questa soppressione lungi 
dal portare degl inconvenienti , è vantaggiosissima , sic- 
come questi autori lo fanno vedere. E facile infatti il ri- 
trovare la caratteristica dei logaritmi d' un numero dato , 
se è intero , o s' è composto d' un intero e d' una frazio- 
ne decimale. Nel primo caso , la caratteristica ha tante 
unità quante cifre meno una sono nel numero dato ; nel 
secondo caso , la caratteristica ha tante unità quante cifre 
meno una ci sono alla sinistra della virgola che separa il 
numero intero dalla frazione decimale. Così la caratteristi- 
ca è 4 nel logaritmo 12345 ; 3 nel log. 1234,5 ; 2 nel log. 
123,45; 1 nel log. 12,345; 0 nel log. 1,2345. 
Corso di Malt. T. IL 3 
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Intatti a causa di log. 4 = 0 , e di log. 40 = 1, ne sc- 

fue che il logaritmo cr uno qualunque dei numeri 2,3, 
, 5 , 6, 7 , 8, 9 è compreso fra 0 ed 4 ; egli ha dun- 
que 0 per caratteristica. Si rimarcherà facilmente che i 
logaritmi sono compresi Ira 4 e 2 , da log. 10— \ , fino 
a log. 400 = 2 ; fra 2 e 3 , da log. 400 = 2 fino a log. 
4000 = 3 ; fra 3 e 4 da log. 4000 = 3 a log. ,40000 = 4; 
ec. Per conseguenza la caratteristica del logaritmo è 1 , 2, 
3 , 4 , ec. secondo che il numero ha 2 , ó , 4 , ec. cifre. 
Cosi, m generale, la caratteristica d'un numero intero ha 
tante unita quante cifre meno una ha questo numero. 

Sia log. 42345 = 4,0944944 ; 
se ne conchiuderà log. 4234,5 = log. — ,- 0 4 * = log. 42345 
— log. 40 = 3,0944944 ; 

quindi log. 423,45= log. !-•$}-» = log. 42345 — log. 400 
■ — 2 0944944 • 

poi log. 42,345 =log. VoVo- = ,0 S- 12345 — lo S- 1000 
= 4,094494 4 ; 

finalmente log. 4,2345 = log. i;t*o = log. 12345 — log. 
40000 =0,094494 4 ; 

a causa di log. 40 = 4, log. 400 = 2 , log. 4000 = 3 , 
loc. 40000 = 4. 

In tutti questi risultamenti , si vede che la caratteristi- 
ca ha tante unità , quante cifre meno una ha il numero 
proposto avanti le frazioni decimali. 

4 4 7. Se si moltiplica, o se si divide un numero qua- 
lunque per una potenza di 40, la trazione decimale nel 
logaritmo del prodotto , o in quello del quoziente , sarà 
la stessa che nel logaritmo del numero primitivo. Così , 
log. 42345 = 4,0944941 ; log. 42345 X 40 = 5,094494 4 ; 
e log- = 3,094494 4. 

Intatti il logaritmo d'una potenza di 40, avendo sempre 
zero per frazione decimale, V addizione o la sottrazione 
d' un simile logaritmo, non può nulla cangiare alla fra- 
zione decimale del logaritmo del numero che si è molti- 
plicato o diviso per una potenza di 40. 

Da ciò pure ne segue che la frazione decimale del lo- 
garitmo d' un numero composto d'interi e di parti decima- 
li, è la stessa come se non ci fossero parti decimali. Così, 
log. 42345 =4,0944944 , e loc. 42,345 = 4,091494 4 : lo- 
garitmi nei quali la frazione decimale è la medesima. 

448. Queste osservazioni serviranno a facilitare l'uso dei 
logaritmi delle frazioni. Queste specie di logaritmi si pre- 
sentano naturalmente sotto la forma di numeri negativi ; 
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infatti si può considerare una frazione come un quoziente» 
il numeratore come un dividendo, ed il denominatore 
come un divisore. Cosi il logaritmo d'una frazione è egua- 
le a quello del numeratore meno quello del denomina- 
tore : esso è dunque negativo tutte le volte che il deno- 
minatore è maggiore del numeratore. Per esempio, 

log. i = loc. 4 — log.2 = 0 — 0,3010300 = —0,3010300 , 
e log. | ss log. 2 — log. 3 = — ■ ( log. 3 — log. 2 ) = -*- 
( 0,4774243 — 0,3010300) = — 0,1760913. 

Per evitare questi logaritmi negativi, che producono sem- 
pre qualche inconveniente, si aumenta di 10 unità la ca- 
ratteristica del logaritmo del numeratore ; in questa guisa 
il logaritmo del denominatore può sottrarsi da quello del 
numeratore cosi modificato. Per esempio si ha , 

log. | = 9,6989700 ; e log. { = 9,8239087. 

Per verità si commette un errore enorme , tinto sul 
logaritmo che è troppo graude di 40 unità alla caratteri- 
stica , che sul valore del numero corrispondente che c 
moltiplicato per la decima potenza di 40 , ossia per 
40000000000; ma si corregge questo doppio errore sop- 

Erimendo una diecina alla caratteristica del logaritmo dc- 
nitivo. ; 
Per la stessa ragione , 

log. i = 9,3979400; log. | ss 9,0969400. 

Ora *=T (i ?*/ I =5 ( I ) ^ ; . 

se dunque si vuole il logaritmo del £ per mezzo di quello 
del \ ; bisognerà dopo avere aggiunto una diecina alla 
caratteristica del logaritmo del | , prendere la metà di 
questo logaritmo. Se si avesse il logaritmo dell' £ e che 
quello si volesse del } , s' aggiungerebbero prima due die- 
cine al primo logaritmo , quindi si dividerebbe per tre. 
In generale , per prendere una radice qualunque d' una 
frazione , bisogna avanti di" div idere il suo logaritmo per 
T indice della radice proposta , aumentare la sua caratte- 
ristica di tante diecine meno una , quante unità ci sono 
nell'indice di questa radice. 

APPLICAZIONI. 

4 49. I logaritmi sono stati specialmente inventati per 
facilitare i calcoli della trigonometria. Rimandiamo a que- 
sta parte della geometria , per le applicazioni di questo 
genere: eccouc intanto alcune altre. 
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1.° Si sono pagati franchi 67890 per la paga di 12345 
nomini; quanto si deve sborsare per quella di 14814? 

Si avrà la proporzione, 

12345 : 14814 :: 67890 : *; 

d'onde si deduce 

log. x= log. 67890 + log. 1 481 4 — log. 1 2345 = 4,91 09870 
= log. 81468. 

Prospetto del calcolo. 



Loc. 67890 sa 4.8318058 

Log. 14814 = 4,1 706723 

Somma = 9,0024781 

Togliendo log. 12345. . s a 4,0914911 

Differenza o log. *. . . = 4,9109870 



Questo logaritmo è quello di 81468; così x=: 81468. 

2. ° Si sono pagati franchi 987,65 per 43 m ,21 c di panno, 
quanto si deve pagare per 345 m 68 c r 

Avremo la proporzione, 

43,21 : 345,68 :: 987,65 : x: 

poscia log. x sa log. 987,65 + log. 345,68 — log. 43,21 
= 3,8976931 sa log. 7901,2. 

Prospetto del calcolo. 

Log. 987,65 sa 2,9946031 

Log. 345,68 = = 2,5386743 

Somma = 5,5332774 

Togliendo log. 43,21. . . = 1,6355843 

Differenza o log. x. . . . = 3,8976931 

Questo logaritmo è quello di 7901,2; dunque x= 7901,2, 
ed è quello che si deve pagare. 

3. ° Conoscendo il peso ed il diametro d' una palla da 
cannone , trovare il diametro d' un' altra palla il cui peso 
è dato. Per esempio trovare il diametro della palla detta 
da 24 ( peso antico ) sapendo che quello della palla da 36 
è di 168»^, circa 74 f linee. 

Si dimostra in geometria che le sfere sono proporzionali 
ai cubi dei loro diametri; ed in fisica, che i volumi stanno 
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fra loro come i pesi , quando i corpi sono omogenei : da 
ciò ne segue che i pesi delle palle stanno fra loro , come 
i cubi dei loro diametri. 

Indichiamo per x il diametro cercato, avremo questa 
proporzione. 

x* : 468 5 :: 24 : 36 :: 2 : 3. 

si ha dunque *'=^!^_ 2 ; 

2uindi 3 log. x = 3 log. 468 -J- log. 2 — log. 3 : 
nalmente log. x = 2,4 666422 = log. -146,76. 
Il diametro della palla da 24 è dunque di 447 millime- 
tri circa. 

4. ° Secondo gli astronomi i quadrati dei tempi che due 
pianeti impiegano a fare le loro rivoluzioni attorno al Sole, 
stanno fra loro come i cubi delle loro distanze a questo 
medesimo astro: secondo ciò, sapendo che la rivoluzione 
della Terra attorno al Sole è di 365b uì , 5 ore , 48', 54", e che 
quella di Giove è di 4330<5 ni , 44°"", 39', 2", trovare il rap- 
porto delle distanze di questi pianeti al Sole. 

Kiduchiamo prima in secondi le rivoluzioni date : avre- 
mo ner la Terra 34556934 secondi, e 374464742 per Gio- 
ve. Indichiamo il primo numero per a, il secondo per b ; 
per 4 la distanza dalla Terra al Sole, e per x quella da 
Giove allo stesso astro: avremo la proporzione, 

x 3 : 4* :: b* : a*-. 

quindi 3 log. x = 2 log. b — 2 log. a : 

perchè log. 4 = 0. Cosi, 

log. x== i^fiArij^ = 0,74597880 = log. 5,4997. 

Dunque la distanza da Giove al Sole sta a quella della 
Terra al medesimo astro, come 52 : 40. 

Prospetto del calcolo. 

+ 2 log. b ss 47,44642573 

— 2 log. a = 44,99818934 

Differenza o 3 log. x = 2,44793639 
Log. x = 0,7459788. 

Quest'ultimo logaritmo è quello di 5,4997. 

5. ° Dopo avere estratto un litro di vino da una botte, 
si riempie con un litro d'acqua; se ne leva un secondo 
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die si rimpiazza nella stessa guisa, e così ili seguito. Come 
determinare il numero dei litri che bisognerebbe levare 
da questo mese u gl'io, affinchè il vino rimanente nella bot- 
te , fosse la meta , o il terzo , o in generale la parte n di 
quello che v'era in principio? 

Prendiamo un esempio particolare. Sopponghiamo che 
ci siano 100 litri, e che debba rimanere la meta del vino 
nella botte. Diminuendo il vino d'un centesimo ogni volta, 
i numeri ch'esprimono le quantità di vino che la botte 
contiene successivamente, formano una progressione geo- 
metrica decrescente, il cui primo termine è 100, il se- 
condo 99, l'ultimo 50, e la ragione Questa progres- 
sione si cangia in una crescente , il cui primo termine è 
eguale 50, l'ultimo 100 e la ragione Il numero dei 
termini di questa progressione è maggiore d' un' unita di 
quello delle operazioni. Sia a il primo termine, u X ulti- 
mo , q il rapporto, ed n il numero dei termini, avremo 
successivamente , 

u SS aq*—* ; quindi q n — 1 = — ; 
poscia ( n — 1 ) log. q =r log. u — log. a ; 

finalmente n-1 = !?L." ~ lo «- « - lo ?li 00 LzJ*i? 

log. q ~" log. <00 - Ing. 99 
0,3(M0300 
0,0043648 ' 

Dunque bisognerebbe cstrarre circa 69 litri. 

6.° Si è posto un capitale di 1 0000 franchi al 5 ner 100 
di frutto all'anno; in capo a quanto tempo sarebbe egli 
raddoppiato , compresoci il capitale ed i frutti del frutto ? 

Ogni anno il capitale aumenta d' \ Così i numeriche 
indicano quello che è successivamente dovuto al momento 
del collocamento, quiudi dopo la prima, la seconda, la 
terza ed n n,a annata, fanno una progressione geometrica 
crescente, di cui il primo termine a = 10000, 

il secondo == 40000 + — = 10500 

20 

1' ultimo termine u =3 2 



unni 



la ragione ? = — = 1,05 

Di più il numero dei termini della progressione è mag- 
giore d'una unità del numero degli anni. Così quest' ul- 
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timo numero sarà n — \ , se il primo è «. La teoria del- 
le progressioni dà , 



u = aq*~* ; quindi f = -, 

poscia ( n — 1 ) log. <jr ps: log. a — log. a. 

log. u — Iona log. 20000— log. «0000 
Lumi me ine , ti — ' 1 = = ■ — , — - 

' log. <f log. <,05 

0,301 0500 9 

~~ Ò,02H893 ~ 

II capitale sarebbe dunque raddoppiato in poco più 
di 14 anni, e più che raddoppiato in 15 anni. 

7.° Una persona prende a frutto 10000 franchi al 6 
per 100 l'anno, a condizione di potere rimborsare il ca- 
pitale pagando ogni anno una somma di 1000 franchi ; 
per quanto tempo bisognerà pagare questo prestito an- 
nuale , ond' estinguere capitale e frutti alla volta. 

Rappresentiamo per a il capitale , il frutto d' un franco 
per /• , ed il prestito annuo per b. In capo ad un anno 
gii sarà dovuto , 

a + ar — b ss a ( K "+r ) — b =z a* 
In capo a due auni il debito sarà, 

a 1 + «V — b = a' ( 1 + r ) — b = a ( 1 + r)* 
' —b (1 +r) —b ==«". 
In capo a tre anni questo debito si ridurrà, 

+ a r — 6 = ( 1 -f r ) — é = ( 1 + r ) 3 
— J(i+ r )._£(4 + r) — èssa". 
In capo a quattro anni questo debito sarà, 

a m + a"'r — b = ( 1 + r ) —6 = * ( 1 + r )* 
— £ ( 1 + r) 5 — £(1+ r )* — 6 ( 1 + r ) — 
Finalmente dopo n anni, esso sarà soltanto ridotto, 
<,(1+r)»—& ( 1 + r )'— »— ó (1 +r )— £(1 + r)«- 5 .... 

- a{{ +r) »_ * X [( * + r)-' + (1 +r)— +(1 +r)«~ 5 .. .. 

=«(i + [1 +(l +r) +(1 + r)*- +(1 + /♦)*-']... 
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perchè la quantità che moltiplica b , h la somma dei ter- 
mini <T una progressione geometrica , il cui primo termi- 
ne è 4, la ragione i 4- r, ed il numero dei termini n. 
Per esprimere che il debito è nullo , avremo , 

r 

quindi M + — 7 ) 53 — 7"' 

... » / 6 — ar \ b 

ossia M +r)" (__):= j; 

poscia « log. (1 + r ) = log. £ — log. ( & — ar ). 

analmente » = »««■»-■•«• <*--0 

log. ( < +r) 

Per r applicazione sia a = 10000 , £ = 1000 ; 
rsSjl, ar = 600, b — <zr = 400, 4 + r=H,06; 



avremo, 



log. 4000 — log. 400 ^ 0,3979400 



n =5 



log. 4,06 "" 0,0253059 ' * 



Dunque bisognerebbe pagare il prestito annuo per circa 
46 anni. 

Senza 1" uso dei logaritmi quest' ultimi problemi sareb- 
bero quasi insolubili. 

Terminiamo qui , perchè i limiti di questo compendio 
non ci permettono di maggiormente estenderci sulla parte 
elementare dei logaritmi. 
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SUPPLIMENTO 

A QUESTI ELEMENTI D'ALGEBRA 



420. Cominceremo questo supplì mento dalla ricerca 
della formula che da la somma dei quadrati dei termini 
d'una progressione aritmetica, formula utile per calcolare 
i mucchii ossia le piramidi delle palle. 

Sia una progressione aritmetica' crescente , i cui termini 

sono <i , b t c t, u; sia d la somma di due termini 

consecutivi, n il numero dei termini, .v la somma dei 
termini , s % , quella dei loro quadrati , ed s s quella dei 
loro cubi. Avremo, 

b-z=.a-\-d,c-=zb-\-d u =z t -\-d; 

quindi, b* =(a + d) 5 = a 1 -\-Za*d + Zad* + d 5 , 

c 3 = (b + d)* =zb* + 3W + Zbd* + d* , 



u 3 ss (* + dy = * 5 + Zt*d + Ztd* + d\ 

Aggiungiamo insieme quest' equazioni termine a ter- 
mine , avremo , 

s 3 — a 5 = s 5 — u s + Zd ( s , — u* ) + Zd* ( * , — u ) 

oppure a* = u % — 3d (s t ~ u*) Zd* (s , — u) — d s (» —4 ), 
equazioni da cui si rileva, 

Idu* -m» — a» — 3rf» (<,— u) — <f»(n— 4 ) 

Ma U = 4 + rf(;i — 4), ed = (2* + <*,i — 

sarà dunque facile ottenere s %ì o la somma dei quadrati 
dei termini , quando si conosceranno a, d ed n. 

Nel caso particolare che la progressione sia quella dei 
numeri naturali 4,2,3,4 n , si fa a = 4 , 



42 CORSO DI M ATTEMATICRE . 

a = i ; per conseguenza u z=z n , ed s t = — — 2 — - : 
nello stesso caso si trova, 

2«» -t- 3»' w »(«tl)( 2 /1 I ) 
6 ~ TT.~3 * 

Tale è la formula che dà la somma dei quadrati dei 
numeri naturali , dal quadrato di I fino a quello d' n. 

Altra maniera di trovare la formula s t = — j - . 

Sia . . 

s % = 1» + 2" + 3* + 4* + ( n - i )» + n* , 

ed ^ s= !■ + 2* + 3* +4- + ( n — < )*• 

Se ne cenchiuderà s % — s' % = n % . Sia di più , 

s t = an s + 6"' + cn -\- d; 

essendo i coefficienti a, b, c, d, indipendenti dai valori 
particolari d' fi. Cosi avremo , 

s\=za (n — \)* +b(n—\y + c(n — i)+d; 

quindi j, — s\ == Zan* — San + 2Z»/i + a — b + c = ri* 

oppure n* ( 3a — i ) + n (2b — 3a ) + a — b + c = 0. 

Per esprimere la condizione che i coefficienti a, b , i , 
sono indipendenti dai valori particolari d'/i, bisogna se- 
paratamente eguagliare a zero , ognuno elei termini del- 
l' equazione precedente, ciò che dà, \.° 3a — 4=0 ed 

az=z j ; 2.° 26 — 3tf = 0, e b = ^ ; 3.° a— b + c = 0, 
i 

e c =: — . 
6 

Cosi, s % =z'j+\+j+d. 

Per determinare rf, sia n = 1. In questo caso in cui s t =H 
si trova d sa 0. Quest' è pure il valore di <i in tutti i casi 
possibili. Così definitivamente, 

n* . «» , r» 2n* -+ 3«* + » w (/i 4 ) (2/i -»- 4 ) 

** ~ T~ ' ~2* 6 ~~ 6 ~* 4.2.3 » 

formula assolutamente eguale a quella ottenuta coli* altro 
metodo. 
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Piramidi delle palle, 

i2\. Nei parchi d'artiglieria si dispongono a mucchi i 
denominati piramidi , le palle da cannone, le bombe , e le 
granate reali. Queste piramidi possono essere di tre diverse 
specie; piramidi a base quadrata; piramidi a base trian- 
golare; e piramidi bislunghe, o a base rettangolare. 

Della piramide a base quadrata. 

422. Questa piramide è composta di strati quadrati ; 

Juesti strati sono, andando dal vertice alla base, la serie 
ei quadrati dei numeri naturali. Cosi seguendo quest'or- 
dine , si ha una palla nel primo strato , 4 nel secondo, 9 

nel terzo, 46 nel quarto, 25 nel quinto, n* 

nel n* inK » ; Y ultimo strato si chiama la base della pirami- 
de. La totalità delle palle è dunque la somma dei qua- 
drati dei numeri naturali , da quello dell' 4 fino a quello 
d' n , indicando per n il numero degli strati ; n ìndica 
pure quante palle ci sono in ogni lato della base, ed in 
ogni costola laterale della piramide. 

Indicando con s il numero delle palle dell' intiera pirami- 
de , avremo , siccome Y abbiamo trovato , 

4.2.3 

impieghiamo la lettera s senza apice, perchè non c'è pià 
equivoco , e perchè non è più necessario distinguere la 
somma dei quadrati da quella delle terze o delle prime 
potenze. 

Ecco di più una tavola che potrà tener luogo di for- 
mula, se sarà estesa abbastanza, e che servirà a verifi- 
carla se è necessario. 

Coitole.. -I 2 3 4 5 6 7 8 9 40 U 42 ; 
Strati.... 4 4 9 46 25 36 49 64 81 400 424 444 ; 
Piramide 4 5 H 31) 55 91 440 204 285 385 506 650; 

La prima linea indica il numero degli strati , o il nu- 
mero delle palle contenute in ogni costola: la seconda 
serie indica quante palle ci sono in ogni strato; finalmente 
la terza dà il numero delle palle dell' intiera piramide. 

Sia « = 10, o supponghiamo che ci siano 40 strati: 

la formula dà * ss ^JliLiiì. = 385, come nella tavola. 
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Della piramide a base triangolare. 

423. Questa piramide si decompone in strati triango- 
lari , andando dal vertice alla base. Ogni strato è un 
triangolo equilatero , eccettuato il primo , che non con- 
tiene che una sola palla. Ci sono due palle nel lato del 
secondo strato , 3 in quello del terzo , 4 in quello del 
quarto . . . re in quello del n mo . 11 numero delle palle d'uno 
strato qualunque, è la somma dei termini a una pro- 
gressione aritmetica il cui primo termine è 1 , la diffe- 
renza pure \ , ed il numero dei termini eguale a quello 
delle palle contenute in ogni lato dello strato. Così nel 
caso in cui questo lato contenga n palle, lo strato ne 

contiene " * H o £ ( re" + re ). Se re vale successivamen- 
te 4 , 2, 3, 4, ... re, gli strati varranno successivamen- 
tei + 1(2* + 2), |(3» + 3), 1(4» + 4),.. • 
£ ( re* + re ) , ed $ essendo sempre la totalità delle palle 
della piramide, avremo, 

s = i (4 • + 4 ) + 1 (2» + 2) + i (3* + 3) + I (4- + 4). .. 
+ *(••+») 

= 10* + 2* + 3»+ 4» +«*)+* 0 +2 + 3 

+ 4 + re). 

n ( n 4- i ) (2ft-»< ) ,m»-mi n ( n 1 ) (u + 2) 

"~ i2 ■ T~ ~~ iTaTI 

Formiamo pure una tavola per questa piramide a base 
triangolare, siccome una ne abbiamo formata per la pi- 
ramide a base quadrata. Sia uno strato di cui ogni lato 
contenga re palle : questo strato è composto d' re file , che 
formano la medesima progressione aritmetica dei numeri 

naturali 4 , 2, 3, 4, re. Così il numero delle palle 

di questo strato è espresso da 4 + 2 + 3 + 4.. .+ w . 
Questo numero è dunque 4 per il primo strato , 

4 + 2 = 3 per il secondo , 

4 + 2 + 3 = 6 per il terzo , 

4 + 2 + 3 + 4 = 40 per il quarto, 

4+2 + 3 + 4 + + re per V 



Ogni strato si forma dunque mediante la successiva ad- 
dizione dei numeri naturali. In conseguenza di ciò ecconc 
la tavola : 
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Costole... 4 2 3 4 5 6 7 8 9 40 ec. 

Strati 4 3 6 40 45 21 28 36 45 55 ec. 

Piramide. 4 4 4 0 20 35 56 84 420 465 220 ec. 

La prima linea indica qnanti strati ci sono nella pirami- 
de ossia quante palle ci sono in ogni costola della suddetta. 
La seconda linea ìndica il numero delle palle contenute nei 
diversi strati. Si vede adunque che ci sarebbero 55 palle nel 
decimo strato. Questa seconda linea si forma aggiungendo 
successivamente i numeri naturali, dall'I fino a quello 
che indica V ordine dello strato. La terza linea si forma 
successivamente aggiungendo tutti i numeri contenuti nella 
seconda ; così ognuno di questi termini esprime necessa- 
riamente la totalità delle palle d' un' intiera piramide , 
poiché è la somma degli strati di questa piramide. Cosi 
ci sono 220 palle in una piramide il cui numero degli 

strati è 10. La formula s = — - - , mettendo 

\ 0 per n diviene s = ■ - * ^ * ! 2 ss 220, risultamento per- 
fettamente d'accordo con quello della tavola. 

Piramide bislunga la cui base è un rettangolo. 

"1 24. Gli strati di questa piramide sono rettangoli; an- 
dando dal vertice alla base , il primo strato contiene una 
sola fila di palle. Sia m il numero delle palle di questo 
strato ; ci sono nel secondo due file di palle ed m -\- \ 
palle per ogni fila ; 3 file nel terzo strato, ed m 4- 2 palle 
per ciascuna fila ; 4 file nel quarto strato , ed m -|- 3 palle 
per ogni fila ; finalmente n file nell' n simo strato , ed 
m -J- n — i palle per ogni fila. In conseguenza di que- 
stf analisi , il numero delle palle dell' n» im ° strato , sarà 
n % ( m + n — 1 ) = mn + n * — »• Se in quesf espressione 
si mettono per «, successivamente, \ , 2 , 3 , 4, . . . n, il 
numero delle palle sarà, 

m -f- 4j« — i per iM.° strato. 
2m H- 2» — 2 . . . . 2.° 

3m + 3* - 3 3.° 

4m 4* — 4 .... 4.° 



• ••...••••....* 
nrn -H /i a — n . . . . n» imo . 
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Sia sempre s la somma degli strati , avremo , 

s = m ( 4 + 2 + 3 + 4..,+n) 
H- ( 4*4- 2*H- 3*-+- 4». . . 4- »•) 

— (1 + 2 + 3 + 4... + n). 

— , v l "(»-hQ(2/ih-() w(/i^Q 

— «* X 2 ■ 6 2~~ 

— 6 ' 

Si è sostituito ^tìH pe,. 4 — |- 2 — |- 3 — |- . . . +«, e 

^ - per 1*+ 2«+ 3»+ 4» . . . + n\ 

Non si può fare la tavola di questa piramide , che dan- 
do un valore arbitrario al primo strato m : sia dunque 
Miss 40 , avremo la tavola seguente : 

Numero degli «irati. 4 2 3 4 5 67 8 940 ec. 
Valore deglt strali. 40 22 36 52 70 90 4 42 436 462 190 ec. 
Piramide 40 32 68 420 190 280 392 528 690 880 ce. 

• 

La prima linea marca il numero degli strati della pi- 
ramide , e quello delle palle d'ogni costola laterale. Que- 
sta medesima linea indica parimente k" ordine degli strati 
in una data piramide. La seconda linea indica il numero 
delle palle contenute nei diversi strati dei quali la pira- 
mide e composta. Questa seconda linea si forma colla for- 
mula n ( m — 4 ) precedentemente spiegata , e nella 
quale bisogna supporre w = 40, e dare per valore ad n 
successivamente , i numeri naturali 4,2,3,4, ... . 40. 
La terza linea si calcola aggiungendo insieme i termini 
della seconda. Questa terza linea essendo così composta 
delle somme degli strati, dà il numero delle palle delle 
piramidi corrispondenti. Cosi il decimo termine 880 , 
indica che ci sono 880 palle in una piramide bislunga 

composta di 40 strati. La formula s ss n ^ H — ■ ■ — 2/ * — — , 

mettendoci <0 per m , e 10 per n , diviene , = 

S= 880 , risultamelo che combina con quello della tavola. 

425. Se la piramide non fosse intera si completerebbe 
col pensiero. Si calcolerebbe separatamente la piramide 
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intiera , e la piramide che è bisognalo aggiungere per 
completare la piramide tronca : la differenza delle due 
piramidi darebbe il valore della ricercata. 

ESEMPIO. 

Sia una piramide a base quadrata, composta di 4 stra- 
ti, e la cui base ba 8 palle per lato; è tacile vedere che 
T intiera piramide avrebbe 8 strati , e cb' essa conterrebbe 

8 x 9 x il,. 204 palle. Tolgbiamone — = 30 palle 

per i quattro strati cbe mancano, il resto 174 esprime il 
numero delle palle della piramide troncata. 

Sia una pirnmide troncata a base triangolare , composta 
di 5 strati, e la cui base ha 8 palle per ciascun lato; la 

piramide intiera avrebbe 8 strati, e conterrebbe * * *° 

3X4x5 

= 120 palle. Tolgbiamone - — = 10 palle per i 3 stra- 
ti che mancano; il resto 110 palle è la piramide troncata. 
Sia finalmente una piramide bislunga, composta di 6 
strati, e la cui base ba 45 palle sopra un lato, e 10 

sull'altro; ci sarebbero 10 strati, e llll^JH — 6(30 

4 X 5 x 24 

palle nella piramide intera. Se ne levano = 80 

palle per la piramide soppressa , il resto 580 sarà la pira- 
mide troncata. 

In questa valutazione, il fattore 36 e dato dal fattore 
3m 'In — 2 della ibrmula precedente. Ora il lato 15 == m 
4- n — 1 : dunque m=zi5 — 40 -f- 4 =6. Similmente il 
fattore 24 nella piramide soppressa ss 3 X 6+2 X 4-—- 2, 

Se si volesse trovare il numero degli strati d' una pira- 
mide a base quadrata , quando si conosce bene quante palle 
contiene l' intiera piramide, si può ottenerlo senza calcolo 
mediante una tavola sutticientemente estesa. Perciò si cerca 
nella terza linea il numero delle palle della piramide : il 
numero cbe gli corrisponde nella prima linea indica quanti 
strati ci sono nella piramide. Così si vede cbe la pirami- 
de deve avere 12 strati, se ci sono 650 palle nella piramide. 

Si può anche risolvere lo stesso problema mediante la 

formula s = 2/i + tt > ne || a q Ua ] c s i conosce e si cer- 
ca n. Si avrebbe per verità da risolvere un* equazione di 
terzo grado , ma invece di ricorrere ai metodi comuni cbe 
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non abbiamo <T altronde potuto esporre in questo com- 
pendio d' algebra, basta cercare la radice cubica del mag- 
gior cubo contenuto in 3s. Questa radice cubica sarà il 
valore di n, se s appartiene ad una piramide completa. 
Infatti dall'equazione precedente se ne deduce, 

3*=n s + r + 7 n > 

ciò ebe dà 3*> e 3* + < ) 5 

S> 3- 

ossia n < yZs , ed n -f- l > \/3s. 

n e dunque la radice cubica del maggior cubo contenuto 
in 3$, Bisogna rammentarsi ebe (n -\- 4) 3 =« 5 -J- 3«* -J- 3/i 
-}- l ; si ha dunque , 

3, ossia „>+Ì£ + i n <(■ + <)>, 

siccome l'abbiamo supposto. 

Se si tratta della piramide a base triangolare ; a causa di 

«(ra-t-OC"-*- 2 ) n* -f- 3/t» *♦* 2n . 

j — g — 6 , si ha 

6s ss n* + 3/t* + 2n , 

ciò ebe dà 6* > n s ed 6* < ( n + \ )\ 

n è dunque la radice cubica del maggior cubo contenuto 
in 6s. 

In quanto alla piramide bislunga , siccome c' entrano tre 

quantità diverse nella sua equazione, s = — • 

è d' uopo conoscere due di queste tre quantità onde de- 
terminarne la terza. 

Delle Combinazioni. 

426. Crediamo dover parlare della teoria delle combi- 
nazioni, perchè ne faremo uso , per dimostrare la formula 
conosciuta sotto il nome di Binomio di Newton, mediante 
la quale trovansi i diversi termini della potenza d' un bi- 
nomio , siccome in seguito vedremo. 

427. Si distinguono tre specie di combinazioni. Nella 

5 rima specie si può ripetere l' i stessa quantità nella me- 
csima combinazione , e disporre le quantità in tutti i mo- 
di possibili. Tali sono le nove combinazioni aa , ab y ba y 
ac, ca, bb , bc , cb , ce , che s' ottengono combinando due 
a due le tre quantità a, 6, c. 
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128. Nella seconda specie, si dispongono pure le quan- 
tità in tutti i modi possibili , ma non si ripete più la 
stessa quantità nella medesima combinazione. Tali sono 
le sei combinazioni ab , ha , ac ì ca, bc , cb , che danno 
le tre quantità a, b, c, combinate due a due in questa 
guisa. Questa specie di combinazione chiamasi permu- 
tazione. 

•129. Nella terza specie finalmente, non solo non si ri- 
pete l' istcssa quantità nella medesima combinazione, come 
nella prima specie, ma non s'ammettono ancora combi- 
nazioni verune composte delle medesime, quantità, per- 
quanto diversamente disposte. Tali sono le tre combina- 
zioni ab , ac , bc, formate dalle tre quantità <a, £,c, prese 
in questa guisa due a due. Questa terza specie è quella 
dei prodotti diversi. 

Prima specie di combinazione. 

430. Rappresentiamo con lettere le quantità clic voglia- 
mo combinare , ed impieghiamo ind inerentemente la de- 
nominazione della lettera per quella della quantità. 

Sia un numero qualunque m di lettere, avremo m 
combinazioni prendendole una ad una. Se si concepisce 
che una delle lettere, «, per esempio, sia scritta alla de- 
stra d'ognuna delle combinazioni precedenti, avremo m 
combinazioni di due lettere delle quali a farà parte; im- 
piegando parimente la lettera b , otterremo m nuove com- 
binazioni di due lettere. Lo stesso sarà dell' altre due let- 
tere. Avremo dunque m volte m ossia m % per il numero 
delle combinazioni d' m lettere, prese due a due in que- 
sta guisa. 

Adesso se si scrive successivamente ognuna dell'in let- 
tere alla destra d' ognuna delle combinazioni di due let- 
tere, avremo m volte altrettante combinazioni di tre let- 
tere, quante ce ne sono di due, vale a dire mm* ossia w 3 . 

Parimente ponendo successivamente ogni lettera alla de- 
stra delle combinazioni di tre lettere, avremo m volte al- 
trettante combinazioni di quattro lettere, quante ce ne 
sono di tre, cioè mm 3 ossia m*. 

Generalizzando questo ragionamento , troveremo ch'm 
lettere , combinate n ad n in questa guisa daranno un 
numero di combinazioni, rappresentato da m", cioè che 
per avere questo numero, bisogna alzare il numero m di 
lettere , ad una potenza indicata dal numero delle lettere 
impiegate in ogni combinazione. Cosi 1 lettere combinalo 
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in questa guisa, danno 4 combinazioni d'una lettera, 16 
di due lettere, 64 di tre lettere, ec. 

11 nostro sistema di numerazione presenta un esempio 
ben rimarchevole di questa specie di combinazione , poi- 
ché in questa guisa ci s'impiegano le 10 cifre conosciute 
per esprimere tutti i numeri. Giova frattanto 1' osservare, 
che siccome si sopprimono gli zeri che sono alla sinistra 
delle cifre significative, la recola si trova in difetto in 
tutti i casi seguenti. Per esempio si dovrehhero avere 400 
numeri composti di due cifre, poiché 40* = 400. Per- 
tanto non ce ne sono che 90, cosa che accade perchè le 
combinazioni 00, Oi , 02, 03 , 04, 05, 06, 07, 08, 09 , 
sono rimpiazzate nell'uso dai numeri 4, 2, 3, 4, 5, 6, 
7,8, 9. Si vedrà parimente il perchè non si hanno 
che 900 numeri di tre cifre, invece di -1000 che ne 
dovremmo avere. 

Alcuni giochi di società, come la tavola reale, pre- 
sentano nuovi esempii di questa prima specie di combina- 
zione. Si potrebbe citare 1' uso delle lettere dell' alfabeto 
per formare le parole della lingua scritta , e quello dei 
suoni della voce nella lingua parlata , osservando pertanto 
the non si ammette che un piccolissimo numero di que- 
ste combinazioni nella pratica. 

Seconda specie di combinazione. 

434. Sia un numero qualunque m di lettere b, 
i , d, ec. avremo sempre m combinazioni d'una lettera. 
Che si scriva a per esempio alla destra d' ognuna dell'al- 
tre lettere ; che si scriva parimente successivamente b , 
c , d , ec. avremo m — \ combinazioni ove a occuperà 
il secondo posto, altrettanto per b, altrettanto per c, ec. 
avremo dunque ( m — i ) volte tante combinazioni di due 
lettere, quante ce ne sono d'una lettera, cioè m ( m — i ) 
per il numero delle combinazioni di due lettere prese 
nella seconda maniera. 

Se si scrive a alla destra delle combinazioni di due 
lettere , ove non entra a , avremo ( m — \ ) ( m — 2 ) 
combinazioni di tre lettere nelle quali a occuperà il terzo 
posto verso la destra. Altrettanto ne avremo per b, per r, 
per d , ec. Avremo dunque m(m — i) (m — 2) per le 
combinazioni d' m lettere prese tre a tre in questa guisa. 

Generalizzando , avremo m ( m — i ) ( m — 2 ) . . . . per 
(In — n -\- \ ) per il numero delle combinazioui d' m let- 
tere prese n ad n. 
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Per esempio le quattro lettere della parola rima danno 
4 disposizioni d' una lettera, 12 di due lettere, 24 di tre 
lettere e 24 di quattro lettere. I compositori di logogrifi . e 
soprattutto d'anagrammi , possono trarre partito da questa 
specie di combinazione. La lotteria ne presenta un esempio 
allorquando si giocano gli estratti determinati. 

Terza specie di combinazione. 

132. Sia sempre un numero m di lettere. Per trovare 
i diversi prodotti che si possono formare con queste let- 
tere prese 1 a 1, 2 a 2, 3 a 3, 4 a 4, n ad n, 

bisogna cercare quanti prodotti equivalenti , o disposizioni, 
si possono formare con una, o due, o tre , o n lettere di- 
sposte in tutti i modi possibili. Prima di tutto , due let- 
tere a c b , danno due prodotti equivalenti ab e ba per 
un prodotto diverso ab. Tre lettere a, b, c, danno sei 
disposizioni abe , acb , cab , bac , bea , eba , o prodotti 
equivalenti, per un prodotto diverso. Con n lettere si 
forma un numero di disposizioni o prodotti equivalenti 

rappresentati da n ( n — 1 ) ( n — 2 ) 2.1 , ossia 1 .2.3 .... n. 

Cosi per passare dai prodotti equivalenti ai prodotti di- 
versi , bisogna dividere il numero delle disposizioni per 2, 
o 6, o 24, o generalmente per 1 .2.3....», secondo 
che ci sono 1 , o 2 , o 3 , o n lettere in ogni combinazione. 

11 numero dei prodotti diversi è dunque m, m ^ *\ 

ro(/n—0(m — 2 ) w(w — < )(m— 2)(w — 3) 

i~27ì ' 1 .2.3.4 

m ( m — <)(/n— 2 )( m — 3 )....( m — n ■+■ i) 

; \ — * S per m lettere pre- 

i • X . •> . 1 . ... fi 

se una ad una , due a due , tre a tre , o n ad n. 

La lotteria presenta un esempio rimarchevole di questa 
terza specie di combinazione. Ci si estraggono 5 numeri 
sopra 90 ; questi 90 numeri forniscono ; 

1 . ° 90 combinazioni, prendendogli uno ad uno ; ciò che 
dicesi estratti ; 

90.89 

2. ° = 4005 combinazioni prendendoli due a due , 
che sono gli ambi ; 

3. ° 90 ^' 8 2 9 '^ 8 = 1 1 7480 combinazioni, prendendoli tre a 
tre , che sono i temi ; 
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4 o 90^807 2555190 combinazioni prendendogli 
quattro a quattro, che sono le quaderne. 

5.° 9 °' 89 88 ' 8y 86 = 43949268 combinazioni prendendogli 

4 ,.2.3.4.5 

cinque a cinque, che sono le cinquine. 

Binomio di Newton. 

133. Sia x~\- a un binomio qualunque, ed m un nu- 
mero intero ; avremo ; siccome siamo per dimostrarlo : 

( x +a )- ss ar- + max™-' + "^ J 0 

+ /W(m ~/ 2 ) 3 (m ~ 2) ^^~ 3 

m(m-Q(m-2) (m-3).... ( m-»H- i) anj , m _ n 
\ • À » 3 * *4 ••••• w 

Tale è la formula nota sotto la denominazione di formu- 
la del binomio di Newton. Per concepirne la formazione, 
mettiamo per m in ( x -\-a ) m successivamente -1,2,3,4, 
avremo per la moltiplicazione , 

(x *+■ a) 1 = x -Ha 

{x -+- a)* = x* 4- 2ax -H a* 

(jc -H a) s = x 3 3aa? s 3a*x -H a 5 

(a; a)* = -H 4ax x 4- 6Vx* 4a 5 x h- «4 

434. Questi risultai non ti potrebbero fare scoprire la 
legge degli esponenti d'x, quella degli esponenti di a, 
e quanti termini deve avere lo sviluppo della potenza ; 
ma sarebbe impossibile di travederci anche la legge mol- 
to più complicata dei coefficienti di tutti i termini. Que- 
sta difficolta viene dalla riduzione, dei termini simili: 
adesso per evitare l'inconveniente annesso a questa riduzio- 
ne, si cerchi primieramente lo sviluppo del prodotto di 
diversi fattori binomi , tali che x -J- a , x -J- b, x -\- c , 
x-|- d, procurando d'ordinare i termini rapporto ad jt* ; 
avremo successivamente , 

per il prodotto dei due fattori ( x + a ) ( x -\-b ) 

x -f" a 
x + b 

x* + flJC + a b 
+ bx 
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per il prodotto dei tre fattori (x + a) ( x + b ) (x-\-c) 

x* + tf** + °bx + a£c 

+ co: 9 -\- bcx 

per il prodotto dei quattro fattori ( x + a ) {x -\-b ) 

(x + c) (x + d) 

x** + ^ j:5 + a ^ x * + «^ c ^ + «£c<i 
-f- foc 3 4- tfcr* -j- abdx 
+ ex 3 -j- «cta* + rzcd.r 
+ dr 3 -J- bcx* + &cr/jc 

+ cdx*. 

435. Si osserva, 1.° che gli esponenti d' x vanno dimi- 
nuendo d* un' unità da un termine al seguente, a princi- 
piare dal primo , ove V esponente d' x è eguale al numero 
dei fattori del prodotto ; 

2.° che il coefficiente del primo termine è \ ; quello 
del secondo la somma dei secondi termini dei fattori ; 
quello del terzo termine, la somma dei prodotti di questi 
stessi fattori moltiplicati due a due ; quello del quarto 
termine , la somma dei prodotti di questi stessi secondi 
termini moltiplicati tre a tre; finalmente, che il coeffi- 
ciente dell' ultimo termine è il prodotto di questi stessi 
secondi termini moltiplicati tutti insieme. 

136. Si può generalizzare quest'osservazione in questa 
guisa. Supponghiamo che il prodotto d' m fattori sia della 
forma seguente : 

x m + Pjc m -« + Qjc m - a + Rx m - 3 + Y. 

Moltiplichiamo questo prodotto per x + & , avremo 
per risultamento , 

Così 1* esponente d' x nel primo termine , è ancora 
eguale al numero dei fattori , numero che è qui m + \ . 
Di più il coefficiente del primo termine è sempre 1' unità ; 
quello del secondo termine P ■+■ K , e evidentemente la 
somma dei secondi termini dei fattori ; quello del terzo 
termine Q-j-PK, è la somma dei prodotti dei medesimi 
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secondi termini moltiplicati due a due ; quello del quarto 
termine R -f- QK , è la somma dei prodotti dei secondi 
termini moltiplicati tre per tre; finalmente quello del- 
l' ultimo termine RY , è il prodotto di quest' istessi se- 
condi termini moltiplicati tutti insieme. 

La legge dei coefhcienti è dunque vera per un prodotto 
d'm + 1 fattori, se è vera per quello di m fattori. Adesso 
essa è stata verificata per quattro fattori ; essa ha dunque 
luogo per cinque, e per una conseguenza necessaria per 
sei , sette , m fattori. 

\ 37. Se nei fattori x a , x -\- b , x -\- c , x -\-d y si 
f a a == b = c = d , i prodotti di questi fattori diverranno 
delle potenze del binomio x + a ; allora l' esponente del- 
la potenza essendo sempre rappresentato da m, gli espo- 
nenti d' x saranno m nel primo termine , m — i nel se- 
condo , m — 2 nel terzo \ nel penultimo. Il coef- 
ficiente d' x m sarà sempre i ; quello d* x m — 1 , o del secon- 
do termine, sarà a preso m volte ; quello d' x" -1 , o del 
terzo termine, sarà <z* preso tante volte quanti diversi 
prodotti si possono fare con m fattori, moltiplicati due a 
due; quello x m ~ s o del quarto termine, sarà a 3 preso 
tante volte quanti prodotti diversi si possono formare 
con m fattori moltiplicati tre a tre , e cosi di seguito fino 
all' ultimo termine che sarà a m . 

138. Secondo la teoria delle combinazioni m fattori 

moltiplicati n ad n danno ™( m ~') — 2 ) i m — » + 0^ 

prodotto differente. Mettendo per n successivamente 1,2, 
3 , 4, . . . . « , avremo — per coefEciente numerico del se- 
condo termine; 

m ^ m ^ per quello del terzo : 

e generalmente " (m ^ (m ~ 2) ^ - 0 per quello del 

termine il cui ordine è » + 4. La formula cercata è dun- 
que definitivamente, 
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• m .1 m C ni — 0 . _ « 
( x +a )» = .r"' + — rtjc"- 1 + -~— y «* 



m ( m -i)jm- 2) 
~ 1 . 2 . 3 



m (m-Q (m-2) (m—n + <) « 

' i . 2 . 3 n 

Si passa da un termine al seguente in questa guisa : 
moltiplicate il coefficiente del primo per l'esponente d'or 
in questo termine , e dividete per Y ordine di questo ter- 
mine ; sarà questo il coefficiente del seguente. L'esponen- 
te di a vi sarà questo stesso divisore , e quello d' x vi 
sarà m diminuito di questo divisore. Infatti il primo ter- 
mine essendo x m ; 

il secondo sarà — ax m — 1 , o semplicemente max"*— 1 ; 

» m m—i . _ . . m (m — \) 
il terzo sarà -p X — a*x m -*, ossia ■ - a*x"-* ; 

. m m—i m — 2 . 
il quarto sarà { X — X — a s JC"-' ; 

m (m—i) (m— 2) , m - 

O — - — a 1 x m — 5 , ec. 

i . 2 . 3 

In generale il termine dell' ordine n + \ essendo espres- 
so da 

m (m— |) (m-a) (m-nn- 2) Q 

4.2. 3 («— 0- 71 ' 

quello dell'ordine n m0 sarà, 

m Q-Q (m-2) (m-n ■» 2) +I 

4 2 3 («-<) 

Espressioni che fanno vedere che il coefficiente del termi- 
ne dell' ordine n + \ è eguale a quello del termine del- 
l' ordine n , moltiplicato per m — n + 1 , e diviso per n: 
ma il moltiplicatore m — n -\- \ è l'esponente d' jc nel 
termine dell' ordine n mo , ed il divisore n indica quest' or- 
dine, così la regola è generale. 

139. Applichiamo questa regola allo sviluppo della \ 0 u,a 
potenza a x + «• Q u * m=z\0: ci saranno undici termi- 
ni , dei quali, 
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il primo sarà x 10 
il secondo lOnz* 
il terzo *f X | i\r 8 = 45a* x 8 

il quarto 45 X f a l x"i = 120/z 5 x* 

il quinto 120 X x a*X* = 210^4 x * 

il sesto 210 X ! a i x i ss 252<i s x» 

il settimo 252 X | a 6 x^ ss 210<x« x* 

1' ottavo 210 X y <* 7 # s = <20 ^ 7 * s 

il nono ^20 X ! a** % = 45a 8 x* 

il decimo 45 X £ a 9 * = 10<z* x 

finalmente l'undecimo 10 X 1 l 0 <J ,o jr°=tf to , 
a causa d' .t ' — I . Così, 

(x + a) 10 ssx 10 + 10^x9 + 45<z» x 8 + 120* 5 x* 
+ 210a4 x 6 + 252a 5 x 5 + 2 <°<* 6 
+ 120^7 x 5 + 45a 8 x*+ lO^x+tf 10 . 

I coefficienti come si vede da quest' esempio , sono gl' 
istessi nei termini ove a ed x fanno un cambiamento 
d' esponente , ciò che ha luogo nei termini egualmente 
distanti dal primo e dall' ultimo. Se come ncll' esempio 
precedente, l'esponente della potenza è pari, e per con- 
seguenza se il numero dei termini dello sviluppo è im- 
pari , e* è un coefficiente che non è ripetuto ; questo è 
quello del termine egualmente distante dagli estremi, e 
nel quale a ed x hanno V istesso esponente , e quest'espo- 
nente è la metà di quello della potenza. Quest' osserva- 
zione sarà evidente, se si fa attenzione che lo sviluppo 
d' (a -|- x) m che dev'essere identico con quello d' (x-|-<z) m , 
si deduce da quest'ultimo, mettendoci a invece d'x,ed 
x invece di a. 

140. L'istessa formula servirà a sviluppare (x -|- a -|- b) m ; 
si farà prima a -j- b — c, e si svilupperà (x + c) ; si ri- 
metterà quindi a -\- b invece di c. 

Sia per esempio m = 4 avremo ordinando i termini per 
rapporto ad x. 

(x + tf + fl)4 = (x-fc)4 
= x« + 4cx 3 + 6c a x a + 4c 5 x + c4 
ss x* + 4 (<* + 1>) x 5 +6 {a+b)* x a +4 (a + b)* x+(a-\-b)<* 
ss x4 + 4 (a + b) x 3 +6 (« a + lab + b*) x a + 4 (a 5 -f- 3a a 6 
+ 3^* +^ s ) * + a<* + 4a s £ + 6a a 6" + 4<i& 5 + M. 



\ 
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Se i termini x cà a del binomio avessero dei 
coefficienti , s* alzerebbero questi coefficienti alle potenze 
indicate dagli esponenti corrispondenti d' x ed a. Così per 
esempio , 

(2jc-h3« )4 ss 24*4 ~h 4 . 2 5 . 3ax* -H 6 . 2 a . 3*. a*x* 

4 .2.3 5 . a*x 

= 46x4 H- 96Vix 3 H- 216a a x* + 216a 5 x -4- 81 <z4. 

I coefficienti non si ripetono più nello sviluppo come 
si è osservato antecedentemente., a causa dell'ineguaglian- 
za dei coefficienti nel binomio. 

•142. Se si avesse da sviluppare (x—a) m , invece d' (x+a) m , 
basterebbe cangiare il segno del secondo termine, quello 
del quarto , quello del sesto, ed ingenerale quello d'ogni 
termine d' ordine pari ; perchè 1' esponente di a è impa- 
ri in ognuno di questi termini , e che ogni potenza impari 
d' una quantità negativa è pure negativa , o in generale 
( — a )** + * z=z— a"- 1 ; 2À -J- \ , in cui k e intero, indi- 
ca generalmente un numero impari. Cosi , 

( Sa — 5b )4 = 8^4 — 540a 5 b + i 350a*0* 
— i500ab 5 +625ù*. 

443. A causa di a n x m — " = x ,n X — > si può impiegare 

la formula, 

... /..ma. m (ni — {) a* 

(x+a)»>z=x>"(\ + - • - + -77~ - 

m (m—i) (m— 2) a 5 



i .2.3 x» 
(m—i) (m— 2) .... (m—ii -f- \) a" 



4 « 2 • 3 •••• ft 
invece della prima 

( x-j-rt ) m zzz x m -}- mcix m 1 + mCm 7° a»JC"-*. . . 

1.2 

i m (m-Q (m-2) . . . . 

+ Ul ~ n aX 

In questa guisa, l'esponente d' x nello sviluppo, è lo 
stesso di quello di a. Ciò fornisce il mezzo di ridurre 
lo sviluppo d' (x -\- a)" 1 a quello d' (1 )"•, facendo 

— =,y, e moltiplicando quindi per x m ogni termine dello 

sviluppo d'(4 +/)«<; infatti, 
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x + az=ix ^ + lj, dunque (x+tf)*= x n fi + ~Y • 

Altro metodo per trovare la formula del 
binomio di Newton. 

444. A cagione d' (x + a) ss x (i + ^ , ed ( x +a )» 
= x m M + — \ , basta trovare lo sviluppo d' M -J- — \ , 

o quello d' (1 -f-/) m , facendo — =j r . 
Sia dunque 

(i + y)"— A + By + Cy*+ Dy*+ Ej*+ , ec....(<l. 

A, B ì C, D, E, ec. , sono coefficienti indipendenti da 
y. e solamente dipendenti dall' esponente m. 

Ciò che fa congetturare che lo sviluppo à! ( \ ^rX ) m 
sarà di questa forma , si è perchè egli è così nei casi 
particolari , siccome possiamo assicurarcene , facendo suc- 
cessivamente m ss 2, m ss 3, ec. ; sviluppando quindi col 
metodo del n.° 67. 

Avremo dunque pure , 

( \ + z ) m =A + Bz + Cz* +Z>z 3 + Ez 1 * + ec. ; 
d' onde si deduce , 

+ D(y*— z 5 ) + E (^4- *4) + ec. j ' ' (J} 

Si dividano i due membri dell' equazione (2) per / — z 
avremo , 

(< ^_0 _ g = (y+5)+Z?(/ , +rg+ .. ) j ^ ^ 

+ ^ (^ s +r*z+/z a +z s )+ ec. ; 

Sia i +^= M » ed H +.T )"* = " m ; sia parimente 
( \ + z) = ?>, ed { \ -\-z) m =z v m ; dunque 



u — v =zy — z, ed — — = 

j — z " — v 

ss u m ~ l u m —*v + u m - % v*. . . + v 7 *— 1 
così V equazione (3) diviene 



u m — 1 + u m —*v + u m — 5 v* + v m — 1 \ 

~B+C(y + z) + Dly*+jrz+z*) . . (4) 

+ E (y* + z s ) + ec. J 
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Si supponga y = z, e conseguentemente u=r, quest* 
equazione (4) diviene 

mv m -'=zB+2Cy + 3Z)/ a + 4Ey 5 + ec. 
oppure m {i +y) m ->=. B + 2Cy + 3Z>y a + 4£y 3 + ec. . . (5) 

Moltiplicando ogni membro di quest'equazione per t-\-y, 
ed ordinando i termini rapporto ad y , avremo 

-H ( 3Z? •+* AE )y l «-+- ec. ) " w 

ossia m ( i H- 2>y «4- Cy* -h Zjy s H- Ey* -h ec. ) ) 

=zB-h( B-h2C)y+ (2C+3D)y* .. (7) 
^ ( 3D H- 4£ ) 7 5 H- (^E^^^ec.; 

Sostituendo per ( 4 4-/) m il suo valore dedotto dall'equa- 
zione (\) , e nelT istesso tempo rimarcando che se, Dell' 
equazione (i) si fa y = 0 , si avrà A — i. Eguagliando sc- 

Saratamente i coefficienti che moltiplicano la stessa potenza 
1 y , avremo B — m ; 

2C + 3D = mC, e D = £^ = « (»-0 . 

Dunque , 

, . . . m m(m— 0 . n»(#n — O (m— 2) , 
) m =i-h-y + -^72^-* S7J '.3 y 



+ .(.-Q(.- i )(.- a ) y4+ec ^ 



..(8) 



m essendo un numero intero , lo sviluppo o la serie ces- 
serà, quando saremo giunti al termine dell ordine m-M, per- 
chè il seguente racchiuderebbe il fattore m — m, ossia zero. 

Rimettiamo ^ invece d' y , avremo 

v T j = J - x, =* *■+•■» 7 

m (m — <) a» m (m — i) (m — 2) a> 

• \ • ■ 1 I ■ ' — — — — 1 - f— ce. 

\ . 2 x* ^ 4.2.3 x» ^ 
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Moltiplichiamo per x m , avremo finalmente, 

m (m — 0 

(x-K2) m =: X m -H max m ~ l - J r > — a 

+ 1.2.3 ^ W - 5 ^ ec ' 

Formula dello stesso binomio nel caso in cui 
l'esponente è frazionario. 

445. L'esponente frazionario è stato introdotto per in- 
dicare 1' estrazione delle radici ; e succede naturalmente 

dalle teorie esposte ai n.' 73, 82, ed 83, che a* = \/a , 

m 

ed a'—ya. In generale l'espressione a è equivalente 

a ya m , e significa che si vuole estrarrc la radice n sima 
della potenza m sinia di a. Quest' espressione è pure cqui- 

valente a {\/a) m ,e significa che si vuole alzare la radice 
n"'»-» di a alla potenza m. E facile perciò il fare sulle quan- 
tità radicali , tutte le operazioni algebriche che possono 
effettuarsi sulle quantità razionali ; poiché hasta cambiare 
i radicali in esponenti frazionarli , ed applicare in seguito 
a questi esponenti le regole che convengono agli esponenti 
intieri. Ciò posto, sia 

m 

( \ 4-/)''==^4- J Py-hCx 4 -Hl?y 5 H- J E , y4-Hec (1) 

Sia pure, 

m 

( \ z )* ss A -H Bz *+* Cz* «4- Dz* Ez** -H ec. 

È facile vedere eguagliando y o 3 a zero , che A ssa 4 . 
Se ne deduce da quest' equazioni, 



M-Hy)* — (*-*-*)' bb J (j-z) ■+* C (y* — z* ) 
D {y* — z 5 ) E {jr^ — z* ) ce. 

Dividendo per ,y — z, risulta 

4- £ (.rM-yzH- (y^y'z+rz*^) -4- ec. 

Sia 4 -Hy= u , ed 4 -f-z = u ; avremo 
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m m V 

Ul ~_^ — {y-hz) -t~D(y*+>yz^z*) j .. (3) 

-H E ( y*-hy*z *+-y*M- z 3 ) H- ec. ) 
Sia di più u ss r*'" , e u = V" ; avremo 

M « — ^ n'm — y/m u'm— « + V + l/»*— V 3 . .. + v'»»— « 

dividendo il numeratore ed il denominatore per u'> — a»'. 

Se si sostituisce quest' ultima quantità nel primo mem- 
bro dell' equazione (3) ; se quindi ci si suppone u' = u' , 
e per conseguenza u ss v , ed y ss 2 , avremo fatta ogni 
riduzione , 

m 

^ ( 1 ) n = 5 -H 2Cy-+- 3Z?y* 4- 4£y 3 -4- ec. ... (4) 
Moltiplichiamo i due membri di quest* equazione per 



m 



1 /-+- y -, ed invece di ( 1 -+-y) B nel primo membro, met- 
tiamo il suo valore preso nell'equazione (1); avremo 



5-+-(5-H2C)/-t-(2(;-t-3/?)/»-h(3^4£:)7 5 -+- ec. j " 

Osserviamo qui che quest' equazione è l' istessa dell' e- 
quazione (7) del numero precedente, sostituendoci ^ in 
vece di m. Così avremo 

B—OL. r \ n / m ( m— 11 ) 

n' 2 — «.2» ' 

te V » ; /» (m-«) (m-2n) 
3 n . 2« . 3n ' 

^ \ » / _ m (m—ri) (/n— 2/i) (m— 3») 

4 n .In .In . An * 

La formula definitiva è dunque 



(1 4-yr = 1-H -y + " . m(m-n)(jm-2n) . 
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Questo sviluppo non può mai cessare , perchè m ed « 
essendo numeri primi fra loro , niuno dei fattori dei coef- 
ficienti può divenire nullo. 

Questa formula ci servirà per lo sviluppo delle quan- 
tità esponenziali, e logaritmiche; se ne può anche fare 
uso per T estrazione delle radici dalle quantità numeriche. 

ESEMPIO. 

- « 

446. Sia m = 1, ed « = 2, allora (ÌH-*/)* = (t-t-Jf) 1 
=z\A -Hv : si ha dunque , 

l/W^=l H- 1/— j . { .{ . ly> - { . ± . \ . 1*4+ ec. 

I fattori dei numeratori sono la serie dei numeri di- 
spari 4, 3, 5, ec. , ed i fattori dei denominatori sono i 
numeri pari 2, 4, 6, 8, ee. , coli' avvertenza di ripetere 
1 al disopra dei primi due fattori. Bisogna che y sia una 
frazione molto minore dell' unità , aftinché il valore d>'i 
termini dello sviluppo decresca rapidamente , e che hasti 
calcolare alcuni termini per avere una sufficiente appros- 
simazione. Sia per esempio da estrarre la radice quadrata 
di 401 , si farà . 

401 = 100-h 1 =100 ( 1 -+-0,01); \/\0\ ss <Oj/4+0/M. i 
Mettiamo 0,01 per y nella serie precedente, avremo, 

\/i 0,01 = -I ~h 0,00-, — 0,0000125 H- 0,0000000625 

— 0,00000000039 -h ec. = -1,0049875621 ; 
e v^°« =40,049875621 ; 

Avremo coli' istesso calcolo, 

|/99 — i/l00— 1 = 40 i/i —0,0! = 40 ( 1 — 0,005 
— 0,0000125 — 0,0000000625 — 0,00000000039 , ec. ) 
= 9,949874371. 

E stato facile il vedere che tutti i termini di quest'ul- 
timo sviluppo sono negativi, eccettuato il primo, in quan- 
to al valore dei termini, ha dovuto essere evidentemente 

lo stesso che nello sviluppo \/\ -h0,04. 

Sia proposto per ultimo esempio, di preudere la radice 
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quinta di 260. Avremo 1^260 = >/243 \ 7 =3 i 1 

= 3 \/\ H- facendo^==~ = 0,0699590 ; ^ = 7 ; 
e la formula (6) del n.° precedente , darà 

j/260 = 3,0408477. 

Formula del binomio di Newton nel caso in 
cui V esponente è negativo. 

147. Osserviamo prima che una quantità algebrica della 
forma a—*, è equivalente alla frazione — , siccome si è 
spiegato parlando della divisione algebrica. 

Sia ( \-+*y)—»=zA-*-By**-Cy*->rDy a ->rEy<*>+- ec [\) 

Sia pure , 

( i -Hz )— • = A -^Bz Cz* n- 7>z s -4-» £zM- ec (2) 

Tolgbiamo l'equazione (2) dall'equazione (1), e dividia- 
mo quindi da una parte e dall' altra, per y — z; avremo 

2? ( yM-/z^-z a ) (y 3 -H/ a zH-yzM- z 3 ) •+- ec. 
Sia 1 -H y =: u ; i z = 1; ; a causa di 

W — m —ir—m i>m ti m \ u m V' n A 

u — v u m v m (u — 1>) U m V m ^ u — V li" 1 v m 

X {u m — x -t-w m — % iH~u m '~ s v**+-u m — J *v i ...+\-v m — '). 
L' equazione (3) fatta ogni riduzione diviene 

v m ~ l ) ^zB^C (v+z) + Z) (y 9 -H yz -+- z 1 ) 

( y 3 H-^z-H^z* 4- z 5 ) -hec. 

Si faccia y = z , e per conseguenza 11 ss v ; di più si 
rimetta 4 -hy per w, l'equazione (4) diviene. 

— m {\ + y)-™-* = B + 2Cy + ZDy* + 4Ey 5 + ec... (5) 
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Si moltiplichi per i c d invece di M 

TTni 7° ir r° r"' «t ~, 

^.TEf£ F^S-Wr .tE^rar (7) 

giondoci „, in -m; il resto del ca colo I ^ Can " 
sente si dedurrà da quello del cl> c Ste e* ^ 
lO-m. Così avremo' definiti vame,ne, ' D8,and0CÌw 

i.2.3 *T ;j 37i V— ec. j VJ 

7 ,er tw/i^^ fa W|> f u quantuk 
esponenziale a* . 

M8. Sia a* = ^ + #r Cx* + Dx* Ex* ± 

Sia parimente T" ce. {{) 

"rl^ + t + 4 ? r * +zy + ^ 4 + «c-... (2, 

lolgluamo l'equazione (2) dall' t„ui7,nn„ ,„ . J 
d<amo per or-yl avl . e mo «-'J-^-one (<) , e divi . 

5>.a « = () + {). avremo, 

CoJ ■• . " <X3 " * j ec. ] 

1 equazumc (3) ji rerri ( /■ 

«' fi + — 1=1 b . + (_«~.r-o , , 
u J ■ 1 

4.L'-;-ot.-,-iw. 
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Facendo x—yY equazione (4) si cangia in questa : 

= B + 2Cx + Wx* + 4Ex* + ec. (' " 

Sia k = b— ±b* + {b* — i£4 + |ò' — + ec. , 

e rimettendo il valore di a* preso nell' equazione (1 ) , si 
cangerà V equazione (5) in quella che segue ; 

k ( A + Bx -4- Cx* + Dx* + Ex* + ec. ) I 

= £ + 26r + ZDx* + 4Kr 5 + ec. | W 

Facendo x = 0 nell'equazione (1) , si trova A = <z° = 1. 
Dopo di ciò se si eguagliano insieme i coefficienti che 
moltiplicano la stessa potenza <!' x nel primo e nel secon- 
do memhro dell' equazione (6) , si trova successivamente , 

B=:~i2C = Bk,e C = ~ = Jl- ; W = C* , 

e D = — = ; 4J£ = Dk. ed E = — = : ec. 

3 4.2.3* ' 4 4.2.3.4' 

Così si ha definitivamente, 

a x = ^ J l__ — 1 — 1-ec... (7 

^4 1 4 .2 1 * .2.3*4 .2.3.4 ' 4 .2.3. 4.5 1 v ' 



149. Sia prima x = 1 , 1' equazione (7) diviene. 
_ . , k k^ _k>_ , *« 

T < » 4.2"» _ 4.2.3 T 4.2.3.4 



A 5 



4.2.3.4.5 eC * 



. . . . (8) 



Ma precedentemente ahhiamo supposto 

k=zb~ ±b* — JM+ i^ + ec (9), 

equazione ove & = a — 1 . 

L' equazione (8) fa conoscere « , quando si dà k , e 
l'equazione (9) dimostra come si può avere k se a è 
cognita. 

Sia k = 1 ed e il valore corrispondente di a, l'equa- 
zione (8) diviene , 

e = 2,718281828459 ec (10) 

Riguardo a A* non si può calcolare comodamente col- 
Y equazione (9) che supponendo b < 1. Sia per esempio 
a = \~ e per conseguenza b = ^6 avremo , 

k = 0,09531 . 
Corso di Mali. T. IL 5 
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Se neir equazione (7) si mette e per a , e per conse- 
guenza 4 per k; avremo generalmente, 

e * T "» 771 ' i.2.3 "TOT 



+ «.2.T.4.S + ec * 

Si supponga x — A r, avendo k il valore che gli si 
gna nell'equazione (9) ; allora l'equazione (4 4) diviene. 

& il* A» A4 

e* = 4 + — + — + + <>2 .3.4 , 

+ ST 3.4.5 + eC ' 
Dunque riavvicinando (8) e (42), se ne conchiude. 

a=e* (43) 

Formule 



450. Sia.y==a x l'equazione ove jc ed y sono quantità 
variabili , ed a una quantità costante che differisce dal- 
l' unità. 

x è il logaritmo del numero qualunque y, ed a è la 
base del sistema del logaritmo. Se «=40, avremo i lo- 
garitmi volgari , dei quali abbiamo precedentemente spie- 
gata la teoria e f uso. 

454. Siano dunque due numeri qualunque yz=za x , ed 
y' =a x '; avremo, 

4.° y .y'=: a* ■ 

e log. y.y'=zx + je' = log.y + log./; 

a. . r - a , 

e log. ?p =jc — x'rrlog.y — log.^'; 

3. ° j m = a'™ , 

e log. y" 1 =r r= m log. y ; 

4. ° y y = j/rf* = 



e 
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Così i logaritmi tratti dall' equazione y = a* izza l9 *-fj 
danno le medesime regole del calcolo che i logaritmi 
volgari. 

152. Se nelT equazione y^ia x , si fa prima ,r = 0, e 
quindi x = -1 ; avremo nel primo caso , y = a° == 1 , e 
nel secondo y = a. Passando dai numeri ai logaritmi , si 
trova log. \ — 0 , e log. a = 1 . Così in ogni sistema di 
logaritmi, quello dell'unità è zero, e quello della base a 
è r unità. 

1 53. Dall' equazione a ss e* , si deduce in generale log. a 
= k log. e. Se a è la base del sistema , si trova k z=z , e 

log. e — j . Se a 1 contrario e è la base del sistema , avre- 
mo log. az=zk. 

154. Chiamansi logaritmi di Nepero , i logaritmi la cui 
base è e , perchè sono quelli che Neper calcolò prima. 
Gli si era anche dato il nome di logaritmi iperbolici , 
perchè hanno dei rapporti coli' iperbola equilatera. 

155. Occupiamoci prima dei logaritmi di Nepero. Per 
quello che si è veduto, A r il logaritmo di Nepero di a; 
così mettendo per k il valore tratto dall' equazione (9) 
delle quantità esponenziali , e facendo arri 4"^> avremo 
il logaritmo di Nepero d' un numero qualunque 1 -\-y 
colla formula seguente ; 

log. (1+r)=r-ì/ , + l/-l/+ ec (1) 

Avremo similmente rimpiazzando y per — y , 

log. (< — jOsSr-jr — 4^— •^-«j* — ec... (2) 
Si deduce dall'equazioni (1) e (2), 

log. ( 1 +y ) - log. (4-r) = log. (1^1) j (3) 

156. Sia i^=±^ ; da ciò si deduce j= . 

» < —y * 2n + d 

Mettendo questo valore per y nell' equazione (3) , facendo 
attenzione che n-\-d=zn > e per conseguenza che 

log. ( n + d ) ss log. n + log. (^-^) J si avra P er Pe- 
sare dal logaritmo d'na quello d' n + d , la formula se- 
guente : 




(4) 



(5) 



(6) 
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log. ( n + d ) = log. n + 2 + i X 

157. Se si fe d=z i , l'equazione (4) diviene, 
log. (» + <) = log. « + ^(Hìx 

+ * X (2«lo* + (2«lo 6+eC ') 

158. Sia prima zi = 1 , avremo 

log. 2= - U + 7T- + ?- * + 7 •* 
+ 5" • T> + 57 ■ ìr. + «=• ) = 0,693147<8056. \ ' " 
Facendo n = 2 , avremo. 

+ ? • T. + 7; • Ì + ec - ) = <-0986<229. 

Nella stessa guisa si calcolerebbe il logaritmo d' ogni 
numero primo; e coi logaritmi dei numeri primi facil- 
mente si avrebbero quelli dei loro multipli. 

159. Per passare dai logaritmi di Nepero ai logaritmi 
volgari, bisogna riprendere l'equazioni y=a x , ed a=ze k ; 
bisogna di più supporre ebe a sia eguale a 10, e che 
rappresenti la base del sistema. Allora a causa di a x = e* 1 , 
si avrà x per il logaritmo volgare d'y, e kx per il lo- 
garitmo di Nepero della medesima quantità; ciò che fa 
vedere ebe si ha il logaritmo volgare dividendo il loga- 
ritmo di Nepero per k. Adesso dall' equazione az=z e*, si 
vede ebe k e il logaritmo di Nepero d' a , e per conse- 
guenza quello di 10. Questo logaritmo di Nepero si calcola 
facendo n = 9 nella formula (5) , la quale dà , facendo 
attenzione ebe log. 9 = 2 log. 3 ; 

log. 10 = 2 log. 3 + 1 (7.^+7-^ + 7-4 
+ 1 " 4 + cc * ) = 2,302585092994. 
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460. Invece di dividere il logaritmo di Nepero per 
2,302585092994, è più comodo moltiplicarlo per 



2,302585092994 



= 0,4342944819. 



Limitandosi ad 8 cifre decimali, log. 2 = 0,30103000; 
tale quale trovasi infatti sulle tavole di Callet e di Borda. 

-161. La serie 

27w0 + *3 ' (2^ Tdy + CC 0 

2d . \ 2d> . 

ossia -I . ec. 

2n + d ~ 3 (2n + d)> ~ 

esprime la differenza del logaritmo di Nepero d' n -|- d, e 
di quello d' n. Questa differenza si riduce al primo ter- 

m[De 2^' ^ uando 11 8e S uente T-'H^Ty èal disot " 

to d' una parte decimale , il cui ordine è indicato dal nu- 
mero delle cifre decimali impiegate nella valutazione dei 
logaritmi. Così nelle tavole di Callet, ove quesf ordine è 

i Ili ' 

il settimo , il termine — . — — diviene trascurabile , 

i 2d 1 

dal momento in cui si ha j . — _^ ^ < 0,0000001 , o 
quando si ha ra > 400 d. 

Quest' osservazione s' applica con maggiore ragione an- 
che ai logaritmi volgari , che non sono precisamente la 
metà dei logaritmi di Nepero. 

Di più a causa di ; = — 1- ec. la differenza 

si riduce a ~, quando — è al disotto della parte decimale 
di cui ahhiamo parlato. Egli è ciò che accade nelle tavole 
di Callet, quando si ha ~ < 0,0000001 , ossia n < 2237 d 
o in numero tondo n > 2500 d. In questo caso la dif- 
ferenza dei logaritmi rappresentata da i diviene pro- 
porzionale a quella dei numeri, e reciprocamente la dif- 
ferenza dei numeri è proporzionale a quella dei logaritmi; 
sopra di ciò è fondato l' uso delle parti proporzionali nelle 
tavole dei logaritmi. 
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falori logaritmici di diversi numeri. 

462. Finiremo onesto supplemento con una raccolta tli 
logaritmi Tolgari ci' alcuni numeri, dei quali si fa un uso . 
frequentissimo nelle mattematiche applicate. 

La nuova misura lineare è il metro , e l' antica è la 
tesa ; il rapporto di queste due misure è tale, che 

log. Ime™ = log. 0^,543074 = 9,7104800; 

log. 1*« = log. 4 «-« ,949036 =0,2898200. 

11 rapporto della circonferenza al diametro , o la semi- 
circonferenza d' un circolo che ha per raggio V unità , è 

» = 3,4445926536 ; log. ir = 0,4974499. 

Il raggio della terra considerata come sferica. . . . 
= 6366498'» , log. = 6,8038804. 

Il grado d' un circolo massimo , nella medesima ipotesi 
= 400000°», log. = 5,000000000. 

Ed il grado sessagesimale = 444444°°, 4 4 

log. = 5,0457574. 

Considerando la terra come un elissoidc di rivoluzione, 
il raggio dell' equatore = 6376984-", log. = 6,8046453. Il 
semiasse di rotazione, o il raggio al polo = 6356324"' , 
loc. = 6,8032064. 

In questo caso lo schiacciamento o V eccesso dell' asse 
maggiore preso per unità, su IT asse minore, è • 

La celerità del suono è di 337 m ,27 per secondo, di 3600 
per ora, log. = 2,5279777. 

La gravita nel vuoto, o il doppio dello spazio che un 
corpo che cade liberamente percorrerebbe , nel primo se- 
condo della sua caduta , è a Parigi , 

g = 9™ ,8087952 ; log. = 0,994 64 567. 

Aumenta andando dall' equatore al polo , e diminuisce in 
un medesimo luogo, a misura che s'inalza al disopra 
delle pianure. 

La lunghezza del pendulo semplice, battendo i secondi 
nel vacuo, e a Parigi, 

= 0-» ,9938387 , log. = 9,9973459. 

Questa lunghezza cresce proporzionatamente al quadrato 
del seno della latitudine, o come la gravità. 
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Nota. I logaritmi dei numeri puramente frazionarli sono 

2ui presi conforme alla seconda osservazione del n.° 4 48. 
\* è pertanto un' altra maniera d' esprimere i logaritmi 
delle frazioni decimali ; eccola. Sia per esempio la fra- 
zione 0,25= f&; si ha loc. 0,25 = log. 25 — log. 100 
= 1,39794 — 2 = — \ -f 0,39794; ultima espressione 

che scrivesi così 1,39794. Parimente log. 0,025 = 2,39794. 
Cosi la caratteristica sola del logaritmo è negativa. Alcuni 
autori fanno uso di questo metodo ; ma quello indicato 
al numero citato essendo uniforme, è generalmente il più 
seguito. 
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CAPITOLO PRIMO. 

PRINC1PII FON D A M E > T A L I DELLA GEOMETRIA. 

Nozioni generali sopra l'estensione. 



1. Lio spazio clic i corpi occupano ha necessariamente 
tre dimensioni , a cui si danno i nomi di lunghezza, lar- 
ghezza , e grossezza. 

I limiti a un corpo sono delle superficie ; così una su- 
perfìcie è un' estensione in lunghezza e larghezza soltanto. 

I limiti delle superficie , che chiamami linee , non sono 
dotati che d* una sola dimensione che è la lunghezza. 

Finalmente i limiti delle linee , indicati sotto il nome 
di punti non hanno nè lunghezza, nè larghezza, ne grossezza. 

E evidente che queste diverse specie di limiti non pos- 
sono separatamente esistere : pure coli' immaginazione le 
consideriamo ognuna in particolare ; e per procedere dal 
semplice al composto, successivamente esporremo le prin- 
cipali proprietà delle linee, delle superficie, e dei corpi. 
Questo è I' oggetto della Geometria. 

Della natura delle linee e delle superficie. 

2. La linea retta è il più corto cammino da un punto 
ad un altro : così fra due punti dati , non si può condur- 
re che una sola linea retta. 

3. Ogni linea che non è retta, nè composta di linee ret- 
te , è una linea curva. La linea retta è unica nella sua 
specie ; ma ci sono un' infinità di linee curve diverse. 

4. Il piano o la superficie piana è quella su cui si 
concepisce che si possa applicare una linea retta in ogni 
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snnso. Le linee delle fi gnre relative a questo libro, saran- 
no tutte situate sopra una tale superficie. 

5. Ogni superficie che non è ne piana, nè composta di 
diversi piani , è una superficie curva. Il piano è unico 
nella sua specie , ma le superficie curve sono diversifica- 
te all' infinito. , 

6. Fra le linee curve , la più semplice nella sua natura , 
e quella che unicamente si considera negli elementi di 
Geometria , è la linea circolare , o la circonferenza del 
circolo , di cui tutti i punti situati sopra uno stesso pia- 
no, sono egualmente lontani da un' altro punto preso in 
questo piano , e che chiamasi centro- ( fìg. \ ) 

Delle proprietà delle linee rette che derivano dalle 
loro rispettive posizioni. 

7. E evidente che una retta non può incontrarne un'al- 
tra che in un solo punto. 

8. Un angolo è lo spazio indefinito compreso fra due 
rette che si tagliano , e che si possono concepire prolun- 
gate quanto si vorrà. Le rette CA, CB, sono i lati dell'an- 
golo ACB , ed il punto C ne è il vertice. ( fig. 2 ) 

9. Due angoli sono eguali , quando essendo posti Vano 
suW altro , si coprono perfettamente. 

10. Se la posizione rispettiva di due rette AB , CD è 
tale , che i due angoli adiacenti ACD , DCB siano eguali, 
ognuno di questi angoli si chiama angolo retto , e la retta 
CD è detta perpendicolare ad AB, o reciprocamente. E 
evidente che tutti gli angoli retti sono eguali fra loro , 
poiché lo stesso spazio A DB non può essere diviso in due 
parti eguali , in diverse maniere dalla retta CD. ( fig. 3 ) 

11. Ogni angolo minore d'un retto, chiamasi angolo 
acuto : tal è Y angolo NGF. (fig. 4 ) 

Ogni aneolo maggiore d' un retto , chiamasi angolo 
ottuso ; tal e 1' angolo EGH. 

i 2. Ogni linea che ne incontra un' altra , fa con que- 
sta due angoli adiacenti, la cui somma è eguale a due 
angoli retti. E infatti evidente, che i due angoli adiacenti 
EGH , HGF presi insieme , valgono due angoli retti, (fig. 5) 

Dunque se uno degli angoli è retto V altro lo è pure , 
e le linee che formano questi angoli sono necessariamente 
perpendicolari l'una all'altra. 
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43. lìtui gli angoli consecutivi ABD , DBE , EBG for- 
mati da uno stesso lato della retta AC, e presi insieme, 
equivalgono a due angoli retti, ( 6g. 6 ) 

4 4. Quando due rette si tagliano , gli angoli opposti 
al vertice sono eguali. ( fig. 7 ) In fatti la somma dei due 
angoli adiacenti ACD, A CE, è eguale a due angoli ret- 
ti ; e parimente la somma dei due angoli ACD , DCB , è 
eguale a due angoli retti ; dunque se da ognuna di que- 
ste somme si toglie V angolo comune ACD, resterà l'an- 
golo A CE eguale al suo opposto DCB. 

45. Da ciò ne segue che tutti gli angoli che possono 
formarsi attorno ad un punto , vogliono quattro angoli 
retti. 

Dei triangoli, e della loro eguaglianza. 

46. Ci bisognano tre rette almeno per t'acchiudere uno 
spazio , ed in questo caso , questo spazio chiamasi trian- 
golo ; tal è Io spazio ABC. Le linee AB, AC, BC , sono 
i lati di questo triangolo. ( fig. 8 ) 

4 7. Due triangoli sono eguali , quando hanno un an- 
golo eguale compreso fra due lati respettivamente eguali. 

Sia; (fig. 8) A=zA , ABz=.AB , AC=zA'C. 

I due triangoli ABC, A'B'C possono essere posti l'uno 
sull' altro , in modo che perfettamente si coincidano. Pri- 
ma di tutto , se si pone il lato A'B' sul suo eguale AB , 
il lato A'C cader » sul suo eguale AC, a causa dell' egua- 
glianza degli angoli A ed A. Dunque il lato C'B' coprirà 
perfettamente BC. Dunque , ec. 

Da ciò se ne conchiude che BC=z BC , B =z ff, C = C\ 

48. Due triangoli sono eguali, quando hanno un lato 
eguale adiacente a due angoli respettivamente eguali. 

Sia; (fig. 8) A'=zA, B'=B, A'B'=zAB. 

Per operare la soprapposizione, sia posto A'B* sul suo 
eguale AB: allora a causa dell'eguaglianza degli angoli 
A ed A' , il lato AX' caderà sopra AC. Parimente poiché 
gli angoli B, B' sono eguali, il lato B C caderà sopra 
BC : il punto C coinciderà dunque col punto C ; dun- 
que , ec. 

Da ciò ne segue che C=:C\AC=zAC, BC=iB C. 

49. in ogni triangolo un lato qualunque è minore della 
somma degli altri due. 
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Poiché la linea retta AC per esempio, è il più corto 
cammino da A in C: dunque AC è minore di AB-k-BC. 

20. Se da un punto O preso dentro un triangolo ABC, 
sì conducono all' estremità del lato AB le rette AO , BO, 
la somma dì queste due linee sarà minore di quella 
degli altri due lati AC , BC. ( fig. 9 ) 

Si prolunghi AO fino in D. Nel triangolo ODB, avremo 
OB<OD-*rDB ; aggiungendo da arnhe le parti AO, verrà 

AO + OB<AO+OD+DB; ossia AO + OB<AD+DB. 

Parimente AD<AC-\-CD; aggiungendo da ambe le parti 
DB, avremo 

AD+DB <AC +CB ; 

ma ahhiamo trovato AO + OB < AD -f- DB , dunque a 
più forte ragione , 

AO + OB < AC + CB. 

21. Se due triangoli hanno un angolo disuguale com- 
preso fra due lati respettivamente eguali , il terzo lato 
opposto all' angolo minore , sarà minore del terzo lato 
opposto all' angolo maggiore. ( fig. \0) 

Sia per esempio AB = A'B' , AC=zA'C, A<A, 
avremo CB < C B'. 

Questa proposizione è per così dire evidente da per se 
stessa; poiché si concepisce che se i due lati AC, AB 
restano della medesima grandezza , mentre il terzo lato 
CB aumenta o diminuisce incessantemente , V angolo A 
opposto a quello , dovrà naturalmente vie più aumentare 
o diminuire. Eccone per altro una dimostrazione rigorosa. 

Ponendo il triangolo ACB sul triangolo A'CB', in mo- 
do che AB coincida con A'B', possono accadere tre casi: 
o che il punto C cada dentro al triangolo A'C'B', o sul 
lato CB', oppure mori del triangolo A'C'B'. 

I. Caso. (fig. 40') Se il punto C cade dentro al triango- 
lo ABC, come in C, avremo JX 9 ^h CB' <A'C+> CB'. 
Togliendo da una parte A % C % = AC , e dall'altra la sua 
eguale A'C, resterà 

CW ossia CB < CB'. 

II. Caso. (fig. 10") Se il punto C cade in C" sul lato 
CB\ egli è evidente che B'C, o la sua eguale BC sarà 
minore di B C. 

III. Caso. (fig. 10" ) Finalmente se il punto C cade al 
di fuori come in C ; avremo, 
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jfC < CD *+- AD, e C' r B' < C' r D -H Z>5'. 

Aggiungendo queste due disuguaglianze, membro per 
membro avremo, 

Togliendo da una parte A'C , e dall'altra la sua egua- 
le A x C ìr resterà 

C /r £' ossia CB < 

22. Due triangoli sono eguali quando hanno i loro 
tre lati respcttivamente eguali. ( fig. 8 ) 

Poicbè i tre lati del triangolo ABC sono respcttivamen- 
te eguali ai tre lati del triangolo A'B'C , si deve avere 
A zs A' per esempio; poiché se A fosse maggiore o mi- 
nore di A, bisognerebbe che si avesse CB maggiore o 
minore di CB' ( n.° 21 ) ; ma questi lati sono eguali, 
dunque A dev'essere eguale A'. Parimente si proverebbe 
che B=:B', e che Cz=C\ 

Osserveremo che gli angoli eguali sono opposti ai lati 
eguali, e reciprocamente. 

Delle linee perpendicolari e delle oblique. 

23. Si può riguardare come una verità incontrastabile , 
che per un punto preso sopra una retta , non si può al- 
zare che una sola perpendicolare a questa retta. Così sup- 

Sonendo che CD faccia con AB due angoli eguali A CD , 
WB adiacenti , la retta CD è perpendicolare ad AB. 
( n.° 40 ). ( fig. 3 ) 

Le linee tali che CD, che non sono perpendicolari ad 
AB, chiamatisi oblique. ( 6g. 1 ) 

24. Quando per un punto preso fuori d' una retta , si 
conducono diverse linee sopra varii punti di questa 
retta j i.° la perpendicolare è più corta di qualunque 
obliqua ; 2.° le oblique che s allontanano egualmente 
dal piede della perpendicolare sono eguali ; 3.° di due 
oblique diseguali, la più lunga è quella che maggior- 
mente s'allontana dal piede di questa perpendicola- 
re, (fig. H ) 

Sia prolungata AB, perpendicolare a DE, d'una quan- 
tità BF=AB; e siano condotte le rette CF, e DF. 

Il triangolo CBF è eguale al triangolo ABC , poiché 
tanto l' uno che V altro hanno un angolo eguale in B , 
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compreso fra due lati respettivamente eguali ( n.° 17): 
Infatti CB è cornane ai due triangoli; di più BF~AB 
per costruzione , e gli angoli in B sono retti per ipotesi ; 
così CF= AC. Ma la linea ABF essendo retta , si ha 
AF < AC-ì- CF; dunque AB , metà di AF è minore 
di AC, metà della linea spezzata ACF. Dunque la per- 
pendicolare AB è più corta d'ogni obliqua AC, AD. 

Sia adesso BE = BC. Il triangolo ABE sarà evidente- 
mente eguale al triangolo ACB ( n.° -17); dunque 
AE = AC : dunque due ohlique che s'allontanano egual- 
mente dal piede B della perpendicolare AB , sono eguali. 

JVel triangolo ACF la linea spezzata ADF è più corta 
della linea spezzata ACF ( n.° 20 ) ; dunque la metà della 
prima ossia AD è più corta della metà della seconda, 
ossia d' AC; dunque di due oblique disuguali, la mag- 
giore è quella che di più s' allontana dal piede della per- 
pendicolare. 

La perpendicolare essendo minore d'ogni obliqua, mi- 
sura la vera distanza da un punto ad una retta. 

25. Ne segue da ciò che precede, che da un punto 
preso fuori d* una reità non si può abbassare che una 
sola perpendicolare su quésta retta; 

Che da un medesimo punto non si possono condurre 
tre rette eguali sopra una medesima linea retta; 

Che quando due triangoli hanno ognuno un angolo 
retto, sono eguali se hanno inoltre due lati della mede- 
sima specie respettivamente eguali > o un altro angolo 
eguale adiacente ad un lato eguale della stessa specie; 

Che ( fig. 42 ) se una retta CD è perpendicolare sul mez- 
zo d'un* altra AB , ogni punto O della prima , sarà egual- 
mente distante dall' estremità A e B della seconda ; 

Che ogni punto E , situato fuori della perpendicolare 
CD, è disugualmente lontano dall' estremità di AB. In 
fatti essendo il punto 0 ad egual distanza dall' estremità 
di AB , si ha AO ss OB ; e siccome nel triangolo EOB , 
il lato BE < OE -H OB , ne segue che EB < OE -H AO ; 
dunque EB < A E. 

26. Se un triangolo ha due lati eguali, gli angoli op- 
posti a questi due lati sono eguali. ( fig. \2) 

Sia AO=zOB. Se dal punto 0 s'abbassa OC perpen- 
dicolare sopra AB, avremo necessariamente ACzzzCB; 
così i due triangoli AOC , BOC saranno eguali , avendo 
i tre lati re spetti v amen te eguali , o un angolo retto com- 
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preso fra due lati respettivamente eguali. Dunque T an- 
golo A = all' angolo OBA. 

Reciprocamente se gli angoli A e B sono eguali, i lati 
OB , AO, opposti a questi angoli, saranno eguali. 

27. Quando due lati d'un triangolo sono disuguali, 
l'angolo maggiore è quello che è opposto al lato mag- 
giore. 

Sia A E > EB. Alzate CD perpendicolare sai mezzo 
di AB, e conducete OB. In conseguenza di questa co- 
struzione , gli angoli OBA , OAB sono eguali. Ma l'angolo 
EBA è maggiore d' OBA; dunque l'angolo EBA , oppo- 
sto al lato maggiore A E , è maggiore dell' angolo A op- 
posto al lato minore EB. La reciproca di questo teorema 
e parimente vera. 

Ne segue da ciò che quando tre lati d'un triangolo sono 
eguali, i tre angoli lo sono pure, e reciprocamente. 

Teoria delle parallele e conseguenze che ne risultano. 

28. Due rette sono dette parallele , quando essendo 
situate sopra un medesimo piano, non possono mai incon- 
trarsi. Le due rette AC, BD, perpendicolari ad un'altra 
retta AB, sono dunque parallele ( n.° 25 ). ( fig. 43 ) 

Ammetteremo per principio che una retta perpendico- 
lare ad un' altra , è incontrata da tutte quelle che sono 
oblique sopra quella medesima. Così l'obliqua HE, essendo 
sumeentemente prolungata, incontrerà per necessità la li- 
nea AC, perpendicolare ad AB. La difficoltà di provare 
rigorosamente questa proposizione , rende imperfetta la 
teoria delle parallele. 

29. Se due parallele sono tagliate da una terza retta, 
la somma dei due angoli interni dal medesimo lato , 
sarà eguale a due angoli retti. ( fig. 44) 

Dal mezzo M della retta abbassiamo sopra AB la per- 
pendicolare Mìl ; questa linea sarà nel medesimo tempo 
perpendicolare a CD ( n.° precedente ). I triangoli MKG, 
MLH ambedue rettangoli, l'uno in K, l'altro in L, sono 
eguali, perchè i lati GM , MH, lo sono pure per costru- 
zione , come pure gli angoli KMG, HML , perchè opposti 
al vertice ( n.° i4 ). Dunque 1' angolo KGM=z all' angolo 
MHL. Ma gli angoli KGM , MG A , vagliano insieme due 
angoli retti, e l' istcsso accade degli angoli MJ/L , MHD; 
dunque gli angoli MGB , MHD, interni dal medesimo 
lato , riuniti , formano due angoli retti. 
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Per abbreviare il discorso , si chiamano angoli corri- 
spondenti , gli angoli eguali AGE , CHE, situati da un 
medesimo lato della segante EF. 

Angoli alterni interni , gli angoli eguali KGM, MHL , 
situati da una parte e dall'altra della segante EF, e fra 
le parallele AB, CD ; 

Angoli alterni esterni, gli angoli eguali FGK , EHL , 
situati da una parte, e dall'altra della segante, e al di 
l'uni i delle parallele. 

E rimarcabile che tutti gli angoli acuti sono, in questa 
figura, eguali fra loro, come pure tutti gli angoli ottusi. 

30. Due rette parallele ad una terza sono parallele 
fra loro. ( fig. 13 ) 

Siano AC e CH parallele a BD. Da un punto qualun- 
que G aliate alla retta BD la perpendicolare GB. Questa 
linea sarà alla volta perpendicolare alle rette AC, GH; 
dunque queste rette sono perpendicolari ad una medesima 
linea ; esse sono adunque parallele ( n° 28 ). 

31. Due parallele sono dappertutto egualmente di- 
stanti, (fig. 15 ) 

Se fra le due parallele AB , CD , si conducono per 
tutto ove piacerà le perpendicolari AC, BD alla retta AB, 
queste perpendicolari saranno eguali. Infatti i triangoli 
ACB, CBD, sono eguali, avendo un lato eguale adiacen- 
te a due angoli respettiva mente eguali; poiché CB è co- 
mune ai due triangoli ; gli angoli alterni interni CBA , 
BCD, sono eguali ; per la stessa ragione c' è eguaglianza 
fra gli angoli ACB , CBD : dunque AC = BD. 

Si può da ciò conchiudcre, che le parti delle parallele 
comprese fra parallele sono eguali , e reciprocamente. 

32. Se due angoli hanno i lati respettivamente paralleli e 
diretti nello stesso senso, quest'angoli sono eguali, (fig.4 6) 

Sia DF parallelo ad AB , e DE parallelo ad AC. Pro- 
lungate DE fino in G. La retta EG essendo una segante 
riguardo alle parallele AB, DF, gli angoli EDF , EGB 
corrispondenti sono eguali. Parimente la retta AB essendo 
una segante per rapporto alle parallele AC, GE, gli angoli 
A , e G sono eguali. Dunque Y angolo A = all'angolo D. 

Delle linee rette considerate nel circolo , e 
della misura degli angoli. 

33. Ogni retta condotta dal centro alla circonferenza d'un 
circolo, chiamasi raggio. Cosi CA è un raggio. ( fig. il) 
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Una retta non può evidentemente incontrare una circon- 
ferenza di un circolo in più di due punti. 

Si chiama arco una porzioni di circonferenza. 

La corda o sottesa d un arco tale che ADB , é la retta 
AB , che ne unisce le sue due estremità. 

Una corda che passa per il centro del circolo, si chia- 
ma diametro; il diametro AE è dunque doppio del 
raggio AC. 

Ugni linea MN che taglia la circonferenza, si chiama 
segante. 

La superficie, o porzione di circolo compresa fra 1' ar- 
co e la sua corda, si chiama segmento. Tal è la parte ADB A. 

La porzione di circolo compresa fra un arco AB e i due 
raggi AC , CB condotti all' estremità di quest' arco , si 
chiama settore. 

La tangente alla circonferenza è una retta come PQ , 
che non ha che un punto R di comune con questa cir- 
conferenza. Questo punto si chiama punto di contatto o di 
contingenza. 

Un angolo viene detto inscritto, quando il suo vertice 
è alla circonferenza , e che è formato da due corde. L'an- 
golo C per esempio è un angolo inscritto. ( fig. 24 ) 

34. In un medesimo circolo o in circoli eguali, gli 
archi eguali sono sottesi da corde eguali e reciproca- 
mente. ( fig. 18) 

Se l'arco AMB è eguale all'arco DNE, avremo la corda 
^# = alla corda DE, poiché l'arco AMB potrà essere 
soprapposto esattamente sopra l'arco DNE, a causa della 
loro eguaglianza e della uniformità colla loro curva. Dun- 
que i punti A , B cadendo respettivamente in E ed in Z?, 
avremo necessariamente AB ~ DE. 

Reciprocamente se le corde AB, DE sono eguali gli ar- 
chi AMB , DNE eh' esse sottendono saranno eguali ; poi- 
ché egli è evidente che i triangoli, ACB, DCE hanno i tre 
lati respettivamente eguali; dunque gli angoli ACB, DCE 
sono eguali; dunque gli archi AMB, DNE lo sono pure. 

35. V arco maggiore è sotteso da una corda maggio- 
re, e reciprocamente. 

Sia 1' arco ABD > dell' arco AMB ; i triangoli ACB , 
ACD avranno due lati respettivamente eguali, poiché le 
rette AC, CB, CD sono raggi d'un medesimo circolo; 
ma l'angolo ACB è minore dell' angolo ACD , dunque 
( n.° 21 ) AB < AD. 
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Reciprocamente se la corda AD > della corda AB , da- 
gli stessi triangoli si concbiuderà , che V angolo ACD > 
dell' angolo ACB. 

36. La perpendicolare alzata all'estremità, del raggio 
d'un circolo è tangente alla circonferenza. ( fig. i9 ) 

Supponghiamo che AB sia perpendicolare al raggio AC; 
ogni obliqua CB sarà più lunga di questo raggio ( n.° 24 ), 
ed il punto B sarà per conseguenza fuori del circolo. La 
linea AB non ha dunque che il punto A di comune colla 
circonferenza. Dunque AB è una tangete ( n.° 33 ). 

Accade da ciò ( fig. 20 ) ; che quando due circoli si 
toccano internamente o esternamente, il punto di contat- 
to ed i centri dei circoli sono sopra una medesima linea 
retta. 

31. Ogni raggio perpendicolare ad una corda , passa 
per il mezzo di questa corda, e per la metà dell' arco 
sotteso, ( fig. 21 ) 

I due raggi AC, CB essendo due oblique eguali, de- 
vono egualmente allontanarsi dalla perpendicolare CD ; 
dunque AE = EB. In secondo luogo poiché la perpendi- 
colare CD passa per il mezzo di AB, il punto D preso 
sopra questa perpendicolare, è ad eguale distanza da A 
e B: dunque la corda ADzzz alla corda DB; dunque poi- 
ché queste corde sono eguali, gli archi AD, DB sono 
eguali ( n.° 34 ). 

Da ciò risulta che il centro C, il mezzo E della corda 
AB, ed il mezzo D dell'arco ADB, sono tre punti situati 
in linea retta. 

( fig. 17 ) Se ne dedurrebbe anche per conseguenza , che 
gli archi EM, AN compresi fra parallele, sono eguali. 

38. Due angoli stanno sempre fra loro come gli archi 
intercetti fra i loro lati, e descritti dai loro vertici co- 
me centri , con raggi eguali. ( fig. 22 ) 

Supponghiamo prima che gli angoli ACB, A'C'B' siano 
in un rapporto commensurabile, come 3 l 5, per esempio; 
o ciò che torna lo stesso, supponghiamo che l'angolo M, 
preso per misura comune , sia contenuto tre volte nell'an- 
golo ACB, e cinque volte in A'C'B'. Gli angoli parziali 
essendo eguali, i loro archi respettivi Ax, xy,... f A'x', x'y',... 
saranno pure eguali fra loro; dunque l'arco intiero AB 
starà all'arco intiero A'B' come 3 ; 5. 

Questo ragionamento avendo sempre luogo, qualunque 
siasi il rapporto commensurabile degli angoli C, C , ne 
segue che gli archi AB, A'B' sono nel medesimo rappor- 
ta™ di Malt. T. IL 6 
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to: ed è chiaro che la recìproca di qaesta proposizione 
è egualmente vera. 

Se i due angoli ACB , A'C'B' non sono in un rapporto 
commensurabile, ( fig. 23 ) portiamo l'angolo minore A'C'B' 
sul maggiore; cioè facci nino JCB 9 ss A'C'B' , e suppon- 
ghiamo che la proporzione precedente non avendo luogo, 
si abbia allora , 

ang. ACB l ang. ACB* \\ are AB l are AO. 

Concepiamo quindi che l'arco AB sia diviso in parti 
eguali , delle quali ognuna sia minore di B "O ; ci sarà ne - 
cessariamente un punto di divisione / fra B ed 0, ed al- 
lora in virtù della commensurabilità, 

ang. ACB l ang. ACI H are AB are AL 

Da questa proposizione e dalla precedente se ne conchiu- 
de, a causa dell'eguaglianza degli antecedenti, 

ang. ACB n l ang. ACI H are AO ; are Ai. 

Ma l'arco AO è maggiore dell'arco AI; perchè dunque 
quest' ultima proporzione potesse sussistere , bisognerebbe 
che si avesse anche V ang. ACB* maggiore dell' ang. ACI; 
adesso, al contrario, è minore, dunque è impossibile che 
l'angolo ACB stia all'ang. A'C'B' , come l'arco AB sta ad 
un arco maggiore dì A' IV ossia AB\ 

Si proverebbe parimente, che il quarto termine della 
proporzione non può essere minore di A'B'; dunque gli è 
eguale; dunque si ha sempre 

ang. ACB l ang. A'C'B' H are AB ; are A'B'. 

Poiché l'angolo al centro del circolo e l'arco intercetto 
aumentano o diminuiscono nel medesimo rapporto, si può 
prendere una di queste grandezze per misura dell'altra. 
E questa una delle ragioni che ha impegnato i geometri 
a prendere l'arco AB per misura dell'arco ACB, per 
quanto sia più naturale il misurare una grandezza con 
un'altra della medesima specie. Egli è evidente che que- 
st'angolo sarebbe retto, se l'arco AB fosse il quarto del- 
l' intiera circonferenza. 

39. Se ne deduce da ciò che precede la conseguenza , 
che due settori presi nel medesimo circolo , o in circoli 
eguali , stanno fra loro come i loro archi respettivi ; cosi 
gli archi che servono di misura agli angoli, possono an- 
che servirne ai settori d'un medesimo circolo. 
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40. Ogni angolo inscritto o formalo da due corde, ha 
per misura la meta dell* arco compreso fra i suoi lati. 

Supponghiamo che uno dei lati dell' angolo ACB sia un 
diametro , il lato CB , per esempio ; e conduchiamo per 
il centro 0 la retta EF parallela ad AC. 

L'angolo al centro FOB è eguale all'angolo C, come 
corrispondente; cosi la misura dell'* uno è quella dell'altro. 
Di più l' arco FB = CE è la misura dell' angolo FOB 
( n.° 38), e gli archi AF Ì CE sono eguali perche compre- 
si fra prallele ( n.° 37 ) : dunque 1' angolo C ha per mi- 
AB 

sura BF z=z — . 

2 

( fig. 25 ) Se il centro 0 fosse nell' interno dell' ango- 
lo C, si condurrebbe il diametro COD. Le misure degli 

angoli respettivi ACD y BCD sono - e — ; dunque l'an- 

i x • AD . BD . . AB 

golo proposto ACB ha per misura + ~y i Cl °® ~ • 

( fig. 26 ) Finalmente se il centro O è esterno all' an- 
golo ACB, si conduca il diametro COD. E chiaro, che 
siccome quest' angolo è eguale ad ACD — BCD , la sua 

DA BD . . AB 
misura =— — cioè = ~ • 

41. Un angolo formato da una corda e da una tan- 
gente , ha per misura la meta dell'arco compreso fra i 
suoi lati. ( fig. 27 ) 

Si conduca il diametro CD. Se l'angolo ACB formato 
dalla corda CB e dalla tangente CA è minore d'un ret- 
to , il diametro CD sarà fuori di quest' angolo , ed il 
contrario avrà luogo per 1' angolo ACF. Nel primo caso 
ACB=zACD — BCD, e poiché T angolo ACD è retto, il 

quarto della circonferenza = -y- ne sarà la misura ( n.° 
38 ) . Da un altro canto , Y angolo BCD ha per misura 
-y, dunque la misura dell angolo ACB^z— j- 

r* 

Nel secondo caso, si ha ACF=z ACD + DCF ; dunque 

„ , _ M . . CBD . DF CBDF 

1 angolo ACF ha per misura — \- — - = — — ; vale a 

m m * 

dire la metà dell'arco compreso fra i suoi Iati. 
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Dei Poligoni, e delle loro principali proprietà, 

42. Le superficie piane terminate da diverse linee o 
Liti , si chiamano poligoni. Il più semplice di tutti è il 
triangolo di cai abbiamo già esaminato alcune proprietà. 

Il triangolo , considerato rapporto ai suoi lati , chiamasi 

Equilatero , quando i suoi tre lati sono eguali. 
Isoscele, quando ha due soli lati eguali. 
Scaleno, quando i suoi tre lati sono discguali. 

Considerato rapporto ai suoi angoli egli è 

Rettangolo , quando ha un angolo retto. 
Ottusi angolo , quando ha un angolo ottuso. 
Acuziangolo , quando i suoi tre angoli sono acuti. 
Equiangolo, quando i suoi tre angoli sono eguali. 

Nel triangolo rettangolo, il lato opposto all'angolo retto 
dicesi ipotenusa. 

Dopo il poligono di tre lati o il triangolo , viene il 
poligono. 

di 4 lati denominato . . Quadrilatero, 

5 Pentagono, 

6 Esagono. 

7 Éptagono. 

8 Ottagono. 

9 Enneagono, 

iO Decagono. 

Questa nomenclatura s' estende poco o nulla al di là del 
decagono; pertanto si chiama anche dodecagono il poli- 
gono di \2 lati, e pentedecagono quello di 45 lati. 

Il quadrilatero che ha i lati opposti paralleli, chiamasi 
parallelogrammo: prende il nome di rettangolo se i suoi 
angoli sono retti. ( fig. 28 ) 

La losanga o rombo è un parallelogrammo di cui i 
quattro lati sono eguali. ( fig. 29 ) 

Il quadrato è il parallelogrammo di cui gli angoli sono 
retti ed i lati eguali, (fig. §0) 

Un poligono che è alla volta equiangolo ed equilatero, 
dicesi poligono regolare. 

Ogni linea tirata dal vertice d' un angolo a quello d' un 
altro angolo, nell'interno d'un poligono, si chiama dia- 
gonale. 

43. / tre angoli d'un triangolo rettilineo , presi insie- 
me , vogliono due angoli retti. ( fig. 31 ) 
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Se si prolunga AC, e si conduce CE parallela ad AB-> 

f\\ angoli A e DCE saranno eguali come corrispondenti, 
arimente gli angoli B e BCE saranno eguali come alter- 
ni interni. Ma i tre angoli ECD, BCE, ACB equivalgono 
presi insieme a due angoli retti ; dunque anche i tre an- 
goli d' un triangolo rettilineo saranno eguali a due an- 
goli retti. 

Segue evidentemente da ciò, ^. 0 che l'angolo esterno 
BCD equivale alla somma dei due interni opposti A e B. 

2.° Che se uno degli angoli d' un triangolo è retto, 
ognuno dei due altri angoli è acuto , e la somma di que- 
sti forma un angolo retto. 

44. La somma degli angoli interni d'un poligono è 
eguale a tante volle due angoli retti , quanti lati ci sono 
meno due. ( fig. 32 e 33 ) 

Se dal medesimo punto A si conducono, a tutti i ver- 
tici degli angoli opposti, delle diagonali AC, AD,... è 
facile vedere che il poligono sarà diviso in tanti triangoli 
quanti Iati ha il poligono meno due. La somma di tutti 
li angoli di questi triangoli forma quella degli angoli 
el poligono ; dunque questa somma è eguale a tante vol- 
te due angoli retti quanti lati meno due ci sono nel po- 
ligono. Così nel caso della fig. 32, che rappresenta un 
pentagono , la somma degli angoli interni è eguale a tre 
volte due angoli retti , o a sei angoli retti. 

Se per n s' indica il numero dei lati del poligono pro- 
posto , per s la somma dei suoi angoli ; e per D l'angolo 
retto , avremo in generale , 

i = (n-2)X2D. 

45. E facile adesso il dimostrare, che .re si prolungano 
nel medesimo senso ( fig. 33 ) i lati del poligono con- 
vesso , v. a. d. d'un poligono che non ha che gli angoli 
saglienti , la somma di tutti gli angoli esterni sarà sem- 
pre eguale a quattro angoli retti. 

Infatti tutti gli angoli, tanto interni che esterni, equi- 
valgono a tante volte due angoli retti quanti lati ci sono, 
e la somma degli angoli interni essendo solamente eguale 
a tante volte due angoli retti quanti sono i lati meno due, 
egli è evidente che la differenza di queste due somme , 
che esprime la somma degli angoli esterni , è eguale a 
due volte due angoli retti, ossia a quattro angoli retti. 

Questa proposizione e la precedente sono principalmente 
utili per assicurarsi di non avere commesso errore veruno 
nella misura degli angoli d' un poligono delineato sul 
terreno, siccome in seguito vedremo. 
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CAPITOLO IL 

TEORIA DELLE LINEE PROPORZIONALI , IMILITUDWI DEI 
TRIANGOLI E DEI POLIGONI. 

46. Le rette parallele che dividono in parti eguali 
uno dei lati d'un triangolo, dividono parimente in parti 
eguali un altro lato di questo triangolo, se sono nel 
medesimo tempo parallele al terzo lato. ( fig. 34 ) 

Se gì' intervalli AB, BC , CD, ec. sono eguali , e che 
le rette BE , CF , DG r .. siano parallele, gl'intervalli AE, 
EF , FG saranno parimente eguali. Per provarlo siano 
condotte alla retta AM le parallele Ex, Fy, Gz, ... I trian- 
goli ABE, ExF, FyG,... saranno eguali ; poiché le linee 
Ex, Fy r „ essendo respettivamente eguali a BC, CD,... come 

Parallele comprese fra parallele, sono eguali fra loro (n° 31 ); 
i più gli angoli BAE , xEF... sono eguali come corrispon- 
denti ; finalmente gli angoli ABE, ExF,... sono pure eguali, 
perchè hanno 1' apertura diretta nel medesimo senso ed i 
lati paralleli ( n.° 32 ). I triangoli dei quali si tratta hanno 
adunque , respettivamente un lato eguale adiacente a due 
angoli eguali ; dunque sono eguali; dunque AEz=:EF^z 
FG = ec. 

Concludiamo da ciò che qualunque siasi il rapporto 
delle due linee AB, AE , i loro multipli respettivi AD, 
AG saranno nel medesimo rapporto ; cioè che avremo 

AB l AE \\ AD l AG II n X AB l n X AE , 

essendo n un numero intero qualunque. 

( fig. 35 ) Dunque se nel triangolo ABC, una retta DE 
condotta parallelamente ad AC divide il lato AB in due 

Iiarti BD,AD commensurabili, questa retta dividerà anche 
a linea BC nel medesimo rapporto. 
In generale qualunque sia il rapporto di BD ad AD, 
avremo sempre 

bd : ad :: be : ec 

oppure AB l BD II BC l BE ; 

ma supponghiamo che si abbia al contrario 

ab : bd :: bc : bf. 

Se si divide BC in un numero di parti eguali bastante- 
mente grande , in modo che un punto di divisione / cada 
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fra E ed F, e che per il punto 1 si conduca la retta IK 
parallela ad AC, avremo io virtù della commensurabilità 

ab : bk :: bc : bi-, 

ora da questa proporzione e dalla precedente necessaria- 
mente ne deriva 

bd : bk :: bf : bi ; 

la quale non può sussistere , poiché BD essendo minore di 
BK , bisognerebbe che BF fosse minore di BI , ed al con- 
trario gli è maggiore. 11 quarto termine della proporzione 
ipotetica non può dunque essere- maggiore di BE : si di- 
mostrerebbe parimente che non può essere minore ; dunque 
BFznBE, dunque ec. 

E necessario dimostrare la proposizione reciproca, cioè, 
dimostrare che se due lati a un triangolo sono tagliati 
da una retta in parti proporzionali , questa retta sarà 
parallela al terzo lato. 

47. Si chiamano triangoli simili, quelli che hanno gli 
angoli respettivamente eguali ed i lati omologhi proporzio- 
nali. Per lati omologhi, s'intendono quelli che hanno 
la medesima posizione in queste figure , e che sono adia- 
centi ad angoli eguali ; questi angoli si chiamano loro 
stessi angoli omologhi. 

48. Due triangoli equiangoli hanno i lati omologhi 
proporzionali , e per conseguenza sono simili. ( fig. 36) 

Prendiamo su' lati AC, CB del triangolo maggiore, le 
parti Ca\ Cb', respettivamente eguali ai lati ca , cb del trian- 
golo minore , e si conduca la retta a'b'. Il triangolo dCb y 
sarà eguale al triangolo acb , avendo tanto 1' uno che l'al- 
tro un angolo eguale compreso fra lati respettivamente 
eguali, poiché per ipotesi i triangoli ACB, acb sono 
equiangoli. Così la retta </'// sarà eguale ad ab e paral- 
lela ad AB, e per il teorema precedente si avrà, 

ac : cb :: ac : cb-, 

Dunque quando due triangoli sono equiangoli, i loro 
lati omologhi sono proporzionali. 

49. Due triangoli che hanno i lati paralleli sono dun- 
que simili , poiché sono equiangoli ( n.° 32). 

Nella stessa guisa si proverebbe , che due triangoli 
che hanno un angolo eguale compreso fra lati propor- 
zionali , sono simili. 

50. Quando due triangoli hanno i lati omologhi pro- 
porzionali , questi triangoli sono simili. ( fig. 37 ) 
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Supponghiamo che nei triangoli ABC , abc , si abbia 

ab : ab :: ac : ac :: bc : bc-, 

si tratta di provare che A =a, B=zb, C = c. Si co- 
struirà perciò il triangolo obd equiangolo al triangolo 
ACB , in modo che sì abbia V angolo abd = B, e l'angolo 
bad =r A. Allora per il teorema precedente , ayremo 

ab : ab :: ac : ad :: bc : bd\ 

ma per supposizione, 

ab : ab :: jìc : ac :: bc : bc ; 

dunque ad =zac, e bdz= bc ; dunque i due triangoli 
abd, acb sono eguali: ma il primo è equiangolo al trian- 
golo ACB ; dunque questi ed il triangolo acb sono equian- 
goli e simili. 

Da ciò che precede risulta che per affermare che due 
triangoli sono simili, basta dire che hanno due angoli 
respettiramente eguali, o i lati omologhi proporzionali. 

51. Due triangoli sono simili, quando hanno i loro 
lati respettiramente perpendicolari. ( 6g. 38 ) 

Siano de , df, ef respettivamente perpendicolari ad AC, 
AB, BC. Nel quadrilatero Cxey , i quattro angoli vaglia» 
no insieme quattro angoli retti, e per ipotesi gli angoli 
in x ed y sono retti: dunque i due rimanenti C, dey 
equivalgono a due angoli retti ; ma i due angoli dey , 
def equivalgono essi pure a due retti , dunque V angolo 
defz=z C. Parimente si proverebbe che 1' angolo fde = A, 
e che r angolo dfe =: B ; dunque i due triangoli ACB , 
def che hanno i lati respettivamente perpendicolari sono 
equiangoli e per conseguenza simili. 

E da osservarsi che i lati omologhi, sono quelli che 
sono perpendicolari fra loro; così se ne deduce subito 

ab : d/ :: ac : de bc : ef. 

Abbiamo supposto che un triangolo fosse racchiuso 
neir altro ; ma se questa circostanza non avesse luogo , si 
potrebbe immaginare un terzo triangolo def interno, i cui 
lati sarebbero paralleli a quelli del triangolo paragonato 
ad ABC, ed al fora la dimostrazione precedente entrerebbe 
nel caso della figura attuale. 

52. Due parallele condotte a traverso a delle rette che 
partono da un medesimo punto , sono tagliate in parti 
proporzionali da quelle rette. ( fig. 39 ) 
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Se le rette BC, bc sono parallele, avremo BD l bd H 
DE l de II EC ' ec ; poiché essendo bd parallela a BD , 
il triangolo Abd è equiangolo ad ABD, e si ha la pro- 
porzione 

BD l bd H AD ; ad ; 

per la stessa ragione i triangoli ^M, Ade essendo equian- 
goli , danno 

DE : de : : AD l ad ; 
dunque a causa del rapporto comune AD * ad, si ha 

bd : bd :: de : de. 

Similmente si troverebbe, che 

DE : de II EC l ec ; 

dunque la linea bc è divisa ai punti d, ed e, siccome la 
linea BC lo è ai punti D ed E. 

Da ciò ne segue che se BC fosse diviso in parti eguali, 
la sua parallela bc sarebbe pure divisa in parti eguali. 

53. Se dall' angolo retto d' un triangolo rettangolo 
s' abbassa una perpendicolare siili' ipotenusa. ( fig. 40 ) 

4.° Questa perpendicolare divìderà il triangolo in due 
altri che gli saranno simili ; 

2. ° Sarà media proporzionale fra i due segmenti del- 
l' ipotenusa. 

3. ° Ogni lato dell'angolo retto del triangolo proposto, 
sarà medio proporzionale fra V ipotenusa intiera ed il 
segmento adiacente. 

Il triangolo ABC è rettangolo in A, e la perpendicolare 
AD abbassata dal punto A sull'ipotenusa BC , dividerà 
questo triangolo in due altri triangoli simili fra loro ed 
al triangolo grande: poiché gli angoli b, c, vagliono 
presi insieme un angolo retto, come pure gli angoli b, 
C, si ha necessariamente C = c; per la stessa ragione 
B~b\ dunque i due triangoli ACD , ADB sono equian- 

goli fra loro ed al triangolo ÀCB , dunque sono simili, 
osi paragonando i lati omologhi dei due primi, avremo 

cd : ad :: ad : db, 

cioè che la perpendicolare AD è media proporzionale ira 
i due segmenti CD, BD dell'ipotenusa. 

Paragonando inoltre i lati omologhi dei due triangoli 
simili ACB , ACD, avremo 

cd : ac :: ac : bc -. (0; 
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egli è evidente che avremo ancora, 

bd • ab :: ab : bc. (2). 

Dunque ano dei lati dell'angolo retto d'un triangolo 
rettangolo , è medio proporzionale fra l' intiera ipotcnusa 
ed il segmento adiacente. 

Dalle due proporzioni (1) e (2) se ne deduce 

AB* = BC X BD; AC* s=£C X CD 

aggiungendo membro per membro queste due equazioni , 
viene 

AB* + le ss BC X BD+ BC X CD 
=zBC (BD + CD) ; 

ma BD -J- CD ss BC dunque ~AB % + ~AC* ss ~BC % ; 

cioè ebe la somma delle seconde potenze o dei quadrati 
dei lati che comprendono V angolo retto , è eguale alla 
seconda potenza o al quadrato dell* ipotenusa. 

Giungeremo in seguito a questa proposizione importante, 
con un metodo indipendente dalla similitudine dei triangoli. 

Delle proprietà del circolo, 

54. Le parti di due corde che si tagliano nel circolo, 
sono reciprocamente proporzionali. ( fig. 41 ) 

I triangoli AED, CEB sono simili, poiché sono equian- 
goli. In latti gli angoli in E sono eguali come essendo 
opposti al vertice ; e gli angoli A , C sono pure eguali, 
perchè hanno ciascuno per misura la metà dell'arco BD ; 
così i lati omologhi di questi triangoli danno 

ae : ec :: ed : eb: 

dunque le parli df una corda formano gli estremi d'una 
proporzione , e le parti dell'altra ne formano i medii. 

( fig. 42 ) Se una delle corde , AB per esempio , fosse un 
diametro , e che l'altra corda CD gli fosse perpendicolare, 
si avrebbe evidentemente EC ss ED ; dunque la propor- 
zione precedente diverrebbe, 

AE : EC :: EC : EB d' onde EC*=z4E X EB. 

Ne segue da ciò , che ogni perpendicolare al diametro , 
è media proporzionale fra i due segmenti che forma 
sopra questo diametro ; proprietà che deriva pure imme- 
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(Untamente da quella del triangolo rettangolo ACB ( n.° pre- 
cedente ). Questo medesimo triangolo fa inoltre conoscere 
che la corda AC è media proporzionale fra il diametro 
Ali il segmento adiacente AE. 

55. Se da un punto preso fuori df un circolo , sì con- 
ducono due seganti terminate alla parte coricava della 
circonferenza ; queste seganti intiere saranno reciproca- 
mente proporzionali alle loro parti esterne. ( fig. 43 ) 

I triangoli ABD , EBC hanno un angolo comune in B. 
Di più A s= C ( n.° 40 ) ; dunque questi triangoli sono 
simili ( n.° 48 ) , ed i loro lati omologhi danno , 

ab : bc :: bd : be. 

Una delle seganti intiera e la sua parte fuori del 
circolo sono adunque gli estremi d'una proporzione, 
mentre che l* altra segante e la sua parte esterna ne 
formano i medii. 

56. Ogni tangente al circolo, è media proporzionale 
fra la segante intera e la sua parte esterna. ( fig. 44 ) 

1 triangoli ACB, ADB sono simili, poiché hanno un an- 
golo comune in B , di più l'angolo inscritto C, e l'angolo 
BAD formato da una tangente e da una corda , hanno 
ognuno per misura la metà dell'arco AD ( n.' 40 e 4i ) ; 
dunque, 

BC : AB :: AB l BD; d'onde"^!?* = BC X BD. 

Delle proprietà dei poligoni regolari inscritti e circoscritti 
al circolo , e del rapporto approssimalo del 
diametro alla circonferenza. 

57. Due poligoni qualunque sono simili , quando hanno 
gli angoli respettiyamente eguali, ed i lati omologhi pro- 
porzionali. 

58. Due poligoni regolari d' un medesimo numero di 
lati , sono figure simili. ( fig. 45 ) 

Prendiamo per esempio i due esagoni regolari ABCDEF^ 
abedef. La somma degli angoli essendo la medesima nel- 
1' una e nell'altra figura, ed essendo eguale ad otto angoli 
retti ( n.° 44 ) , 1' angolo BAF è il sesto di questa somma, 
come pure lo è baf\ dunque BAF=zbaf: V istesso suc- 
cede degli altri angoli de' poligoni ; questi poligoni sono 
dunque equiangoli. Di più poiché per la natura di queste 
figure AB = = .... , ed ab^zbezz ... , è chiaro che si 
avrà la proporzione, 
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ab : ab :: bc : bc •: cd : ed :: ce. 

Dunque i due poligoni di cui si tratta hanno gli angoli 
eguali ed i lati omologhi proporzionali ; sono dunque 
simili. 

Da questa serie di rapporti eguali, se ne deduce questa 
nuova proporzione , 

AB\ BC + CD ...+ JFlab + bc + cd af AB : ab ; 

dunque i perimetri o contorni di due poligoni regolari 
d' un medesimo numero di lati , stanno fra loro come i 
loro lati omologhi. 

59. Ogni poligono regolare può essere inscritto e cir- 
coscritto al circolo. 

Supponghiamo che il punto 0 sia il centro del circolo 
la cui circonferenza passa per i tre punti A, B, C ; si 
tratta di provare eh' essa passerà nel medesimo tempo per 
i punti D, E. Per provarlo, abbassiamo la perpendicolare 
Off sopra BC ; allora ì quadrilateri OffCD, OHBA saran- 
no eguali , perchè se si piega la figura ABCD secondo 
Off, il punto C caderà in B, poiché Bff=.Cff, ed a 
causa dell' eguaglianza degli angoli del poligono , il lato 
CD coinciderà con AB, e la retta OD con AO. Ma AO è 
un raggio; dunque OD ne è uno pure ; dunque finalmen- 
te la circonferenza che passa per A , B , C , passa pure 
per D. 

Con un ragionamento simile si proverebbe, che questa 
circonferenza deve passare per il punto E ; e cosi di se- 
guito ; dunque ogni poligono regolare è inscrivibile in un 
circolo. 

In secondo luogo è evidente , che tutte le perpendico- 
lari , tali che Off , abbassate dal centro 0 del poligono 
sopra i suoi lati y sono eguali ; dunque se dal punto O 
come centro, e col raggio Off, si descrive una circonfe- 
renza, essa toccherà tutti i lati del poligono, ognuno nel 
suo mezzo , ed il poligono sarà circoscritto a questa cir- 
conferenza. 

Il raggio del circolo inscritto si chiama anche apotema 
del poligono. 

Da ciò ne segue che i perimetri di due poligoni rego- 
lari d* un istesso numero di lati , sono proporzionali ai 
raggi dei circoli inscritti, o circoscritti , poiché questi 
perimetri stanno fra loro come i lati omologni AB ed ab , 
e questi lati sono proporzionati ai raggi OB ed ob, o Off 
cd oh. 
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60. Due poligoni simili sono composti d'uno stesso nu- 
mero di triangoli respettivamente simili, e similmente 
disposti. ( fig. 46 ) 

I poligoni simili ABC... abc . . . sono evidentemente 
composti d' un medesimo numero di triangoli disposti 
nella stessa guisa. Di più il triangolo T è simile al trian- 
golo t , avendo ognuno un angolo eguale compreso fra lati 
proporzionali ; così 1' angolo EBC = ebc ; si ha dunque ? 

AB : ab :: BE l be; 

d' altronde , 

ab : ab :: bc : bc ; 

dunque , 

be : be :: bc ; bc ; 

Dunque il triangolo T' e simile al triangolo ? ( n.° 49 ). 
Parimente si proverebbe che T* e sono simili ; dunque, ec. 

61. // lato de IV esagono regolare inscritto, è eguale 
al raggio. ( fig. 45 ) 

Infatti /' angolo al centro AOB , è il sesto di 4 angoli 
retti , o i f d' un angolo retto preso per unità di misu- 
ra. I due altri angoli eguali ABO , BAO , del medesimo 
triangolo , vagliono dunque insieme 2 — f ossia \ ; così 
ognuno eguale ■§ <l' un retto. Dunque il triangolo AOB è 
equilatero ; dunque il lato dell' esagono inscritto è eguale 
al raggio. 

62. // lato del decagono regolare , è eguale alla parte 
maggiore del raggio del circolo circoscritto , diviso in 
media ed estrema ragione. ( fig. 47 ) 

Una 1 inea vien detta divisa in media ed estrema ragione, 
quando la sua parte maggiore è media proporzionale fra 
T altra parte e la linea intiera. 

Ciò posto sia AB , il lato del decagono regolare. Allora 
T angolo O è il À di 4 angoli retti , o i * d' un solo ; ed 
in virtù del n.° 43, resta per gli altri due angoli eguali 
A , OBA ,2 — f d* un retto , o | : ciò che dà per ognu- 
no ^ . Adesso se si divide 1' angolo OBA in due parti eguali 
colla retta BM , il triangolo ABM sarà evidentemente si- 
mile al triangolo ABO, e di più il triangolo BMO isoscele: 
si avrà così AB^=iBM=z MO. Ma la similitudine dei tri- 
angoli ABO, ABM, dà 

ao : ab :: ab : am 

dunque AO \ OM lì OM l AM , 
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dunque il raggio AO è diviso al punto M , in media ed 
estrema ragione ; dunque finalmente , il lato AB del deca- 
gono regolare è eguale ad MO , cioè al maggiore dei due 
segmenti. 

63. Ogni linea curva o poligona che circonda da un* 
estremità all'altra una linea convessa, è pià lunga 
della linea circondata. ( fig. 48 ) 

S' intende per linea convessa , ogni linea che non può 
essere tagliata che in due punti da una retta. 

Sia A MB , questa linea convessa. Se non è più piccola 
di tutte quelle che la circondano , esisterà fra quest'ulti- 
me, una linea più corta di tutte le altre, e che sarà mi- 
nore di AMB , o tutt'al più eguale ad AMB. Sia ACDB 
questa linea circondante: fra queste due linee conducete 
ad arbitrio la retta EF che non incontri punto AMB, o che 
non faccia che toccarla. Questa retta essendo più corta di 
ECDF , ne segue che la nuova linea circondante AEFB è 
minore della prima ACDB. Ma per ipotesi questa qui 
dev' essere la più corta di tutte ; dunque quest' ipotesi non 
può sussistere; dunque tutte le linee circondanti sono più 
lunghe di AMB. 

Da ciò ne segue; 4.° che si può trovare una linea cir- 
condante che differisca poco quanto si vorrà dalla linea 
circondata ; 2.° che si può circoscrivere ad un circolo un 
poligono regolare, l'eccesso del cui perimetro sulla cir- 
conferenza, o l'eccesso della superficie del poligono su 
quella del circolo, sia minore u ogni quantità data. Il 
circolo è adunque il limite dei poligoni circoscritti : lo 
è pure dei poligoni inscritti. 

64. Le circonferenze dei circoli stanno fra loro come 
i diametri. 

\.* Dimostrazione. Se per P e P' s'indicano i perime- 
tri dei poligoni simili, respettiva mente circoscritti ai cir- 
coli i cui raggi sono R, li' , avremo per quello che 
precede, 

P> — R< ; 

di più se si concepisce che il numero dei lati di questi 
poligoni sia grande abbastanza, perchè le differenze fra i 
loro perimetri e la circonferenza del circolo a cui ognu- 
no d' essi è circoscritto, siano al disotto d'ogni grandezza 

assegnabile, la differenza del rapporto jr? delle circonfe- 
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renze , al rapporto — j dei contorni dei poligoni , potrà es- 
sere ridotta a tal grado di piccolezza che si vorrà. Questa 
differenza essendo quella pure dei rapporti invariabili 
C R P R 

■gr e , poiché -p-j- ss -^7- , ne segue che la differenza 

fra questi due ultimi rapporti è al disotto d' ogni gran- 
dezza data: questi rapporti sono dunque eguali; dunque 
finalmente, 

^ =~, ossia c: c i-.RiR* ::d:d: 

2. a Dimostrazione. Ecco un' altro modo di dimostrare 
questa proposizione , allorquando s' introduce l' idea del- 
l' infinito nella geometria. 

Immaginando due poligoni simili circoscritti ai due cir- 
coli , e dei quali il numero dei lati infinitamente piccoli 
sia infinito , cioè sia maggiore d'ogni quantità assegnabi- 
le | i contorni di questi poligoni differiranno infinitamente 
poco dalle circonferenze corrispondenti, o ciò che è per 
così dire lo stesso, s'identificheranno con queste circon- 
ferenze. Si possono adunque prendere i perimetri di que- 
sti poligoni per le circonferenze stesse dei circoli ; ma 
per il teorema del n.° 59, questi perimetri stanno fra 
loro come i raggi dei circoli circoscritti; dunque ce. 

Da ciò risulta che il rapporto della circonferenza al 
diametro è lo stesso in tutti 1 circoli. Se dunque ir indi- 
ca questo rapporto, o ciò che torna lo stesso, la cir- 
conferenza d' un circolo il cui diametro — \ , avremo in 
generale , 

\ : n :: 2r : c, 

Q 

ovvero C ss 2it R , ed R ss — . 

Per mezzo di queste formule si calcola la circonferenza 
C u" un circolo , quando è noto il raggio R , o si calcola 
il suo raggio, quando la sua circonferenza è data. 

Secondo Archimede , il rapporto ir ss V all' incirca al- 
meno; cioè, che se il diametro d'un circolo = 7, la sua 
circonferenza è abbastanza esattamente 22. Questo geo- 
metra per determinare questo rapporto approssimativo, 
inscrisse e circoscrisse al circolo un poligono regolare 
di 96 lati, partendo dall'esagono il cui lato è eguale al 
raggio del circolo circoscritto; e trovò per risultamento 
che la circonferenza di questo circolo era < 3 \\ e > 3 4f> 
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ciò che dà infatti il rapporto di 1 ; 3 4 omz 1 * 22. Si 
sono trovati quindi dei rapporti molto più approssimati, 
e quello di Mezìo è uno di quelli, poiché valutato in de- 
cimali dà *ti = 3,1415929 , risultamelo vero fino alla 
sesta cifra decimale. Nei calcoli che non esigono una 
grande precisione , non si fa uso che di quest' ultimo 
rapporto ridotto a questo qui, n = 3,-14. 

65. La determinazione del rapporto prossimo della cir- 
conferenza al diametro, esige cne si sappiano risolvere i 
due problemi seguenti. 

4.° Problema. Essendo data la corda d' un arco, tro- 
vare la corda della sua meta. 

Sia AB=za, la corda data; AB'zzza', la corda cerca- 
ta ; ed AC = r il raggio del circolo noto. ( fig. 49 ) 

In virtù del n.° 54, AB' è media proporzionale fra il 
diametro B'D ed il segmento B\M adiacente ; cosi 

rt ,9 = 2r X B'M; ma B'\l=zr — CM = r— V r* — -, 

poiché ~ck* =3 Te* — 1\r , (n.° 53); dunque. 

a'*=2r^r—Vr* — = 2r» — r \/ \r* — a* ; 

dunque 

a' = V^2r* — r V 4r» — a\ 
Se si suppone il raggio = 1 , si ha semplicemente. 

a' = \/l — t/4 *— a\ 

Per T applicazione consideriamo a come il lato dell' esa- 
gono regolare inscritto ; nel qual caso a = 4 ( n.° 61 ) ed 
a' eguale al lato del dodecagono regolare. Si ha dunque, 

a' — Vl^- |/r= 0,51 763809 ; 

per conseguenza se a* indica il lato del poligono regolare 

di 24 lati , avremo indicando d' altronde \ y 4 — a'* 
per r' ; 

a' = ^2 — ]/4 — a*'= 1/2 — 2r'r= 0,26105238, 
e cosi di seguito fino al poligono di 96 lati il cui lato è 
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a" =0,06543817, 
ed il perimetro 96a' r = 6,282064. 

2.° Problema. Essendo dato il perimetro d'un poligono 
regolare inscritto in un circolo noto , trovare il perime- 
tro d* un poligono simile circoscritto. ( fig. 49 ) 

Poiché j "j/4 — a' a = r' è V apoteina del dodecagono 

rogolare inscritto, \ \/\ — a tr% = r" sarà Y apotema del 
poligono di 96 lati. Ma il raggio AC del circolo AB B , è 
1' apotema di tutti i poligoni circoscritti: se dunque A ,r 
è il lato del poligono circoscritto di 96 lati , avremo 
(n.°59), 

96a' r 

r" : \ :: 9Ga lfr : 96//"= -— = 6,285429; 
d' onde , 

- eire: = = 3,1 418, 

rapporto esatto almeno ai 3 diecimillesimi circa. 
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dell' area dei poligoni , E di quella del circolo. 

66. Si chiama area la superfìcie d' una figura qualun- 
que , considerata rapporto alla sua grandezza. 

Due figure di forme diversissime, e che hanno delle 
aree eguali, sono dette equivalenti ; e due figure simili 
che possono essere soprapposte, si dicono eguali. 

Misurare una superficie, significa cercare quante volte 
essa contiene un' altra superfìcie presa per unità di mi- 
sura. T unità di misura è il quadrato. 

( fig. 50 ) L' altezza d' un triangolo è la perpendicolare 
ahhassata dal vertice d' uno dei suoi angoli sul lato op- 
posto che chiamasi la base. Il vertice dell' angolo opposto 
alla hasc, chiamasi il vertice del triangolo. 

(fig. 5-1) L' altezza d'un parallelogrammo, è la per- 
pendicolare che misura la distanza di due lati opposti , 
denominati basi. 

(fig. 52) L' altezza del trapezio, è la perpendicolare 
compresa fra le sue due basi ossia fra i lati paralleli. 

Corso di Matt. T. IL 7 
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67. / parallelogrammi che hanno basi eguali ed altezze 
eguali sono equivalenti, ( fig. 53 ) 

Siano i parallelogrammi ABCD, ABEF, della medesima 
base AB e della medesima altezza DX; e chiaro per la 
natura di queste ligure, che i lati AB, DC sono eguali 
fra loro, come pure i lati BE , AF ( n.° E inoltre 
evidente che se , dalle linee eguali DC , FE si toglie la 
parte comune CF , i resti DF , CE saranno eguali , così i 
due triangoli ADF , BCE sono fra loro equilateri, e con- 
seguentemente eguali. 

Ora se dal quadrilatero ABED , successivamente si tol- 
gono i triangoli eguali BCE , ADF , i resti ABCD, ABEF 
saranno equivalenti , dunque , ec. 

Donde ne segue che ogni parallelogrammo è equiva- 
lente ad un rettangolo della medesima base e della me- 
desima altezza, 

68. ( fig. 54 ) Ogni triangolo è la meta d* un paralle- 
logrammo della stessa base e della medesima altezza. 

Infatti i triangoli ABC , ADC sono eguali avendo i tre 
lati respettivamente eguali. Si può dunque dire, 1.° che 
un triangolo è la metà d'un rettangolo della stessa base e 
della medesima altezza ; 2.° che tutti i triangoli che han- 
no basi eguali ed altezze eguali, sono equivalenti. 

69. ( fig. 55 ) Due rettangoli della medesima altezza 
stanno fra loro, come le loro basi, e reciprocamente. 

Siano i due rettangoli ABDC , EFGH che abbiano la 
medesima altezza AC, Se si suppone che una linea m, 
considerata come unità di misura lineare, sia contenuta 5 
volte nella base AB, e 3 volte nella base EF , e che per 
tutti i punti di divisione x , y... , p , q , s'alzino delle 
perpendicolari xx' yy i , . . . pp' , qq 1 , i rettangoli Ax' , 
xy' , ... Ep' , pq' ... saranno eguali. Adesso i rettangoli AD, 
EH contengono respettivamente tante volte uno dei rettan- 
goli parziali , quante volte le loro basi AB, EF contengono 
la linea m ; dunque poiché queste basi sono nel rapporto 
commensurabile di 5 ! 3,, i rettangoli AD, EH sono pure 
nel medesimo rapporto. E evidente che la stessa cosa sa- 
rebbe per ogni altro rapporto della medesima specie. Inol- 
tre la proposizione sarebbe anche vera , se le basi dei ret- 
tangoli fossero in un rapporto incommensurabile; e per 
provarlo si può seguire il processo della dimostrazione 
dei numeri 3o e 46, cioè la riduzione all' assurdo ; dunque 
in generale , 

ABDC : EFHG \ \ AB \ EF. 
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70. Due rettangoli qualunque stanno fra loro come i 
prodotti delle loro basi per le altezze. ( fig. 56 ) 

Supponghiamo che le basi dei due rettangoli ABCD , 
BEFG siano contigue, e sulla medesima linea retta 4E , 
e che si sia costruito il rettangolo grande A DUE. I due 
rettangoli AC , BH avendo la medesima altezza AD, stanno 
ira loro come le loro basi. Parimente i rettangoli BH , BF 
avendo la medesima base , stanno ira loro come le loro 
altezze; cosi da una parte. 

abcd : behc :: ab : be, 

e dall' altra , 

BEHC l BEFG Il BC l BG. 

Moltiplicando queste due proporzioni per ordine , ed omet- 
tendo il fattore comune, avremo 

ABCD : BEFG : ; AB X BC l BE X BG ; 

ciò che prova la proposizione enunciata. 

Quando il rettangolo BEFG è un quadrato, si prende 
comunemente il suo lato BE per unita di misura lineare, 
allora la proporzione precedente diviene 

abcd : befg :: abxbc: ì. 

Se le linee adunque AB e BC sono misurate colla me- 
desima unita BE , il prodotto AB X BC esprimerà il nu- 
mero delle volte che 1 unità della superfìcie, o il quadrato 
BEFG è contenuto nel rettangolo ABCD. Per abbreviare 
T espressioni , si dice che V area d' un rettangolo è eguale 
al prodotto della sua base per la sua altezza. 

( fig. 57 ) Per meglio (issare le idee su questo partico- 
lare supponghiamo AB=z5 metri, e BC = 3 metri; l'area 
del rettangolo ABCD starà al quadrato BEFG H 3 X 5 M, 
o più semplicemente , l'area del rettangolo sarà di 45 metri 
quadrati. 

Il solo esame della figura dimostra ad un tratto, che 
quando la base e 1' altezza d' un rettangolo sono commen- 
surabili , questo rettangolo ha infatti per misura, il pro- 
dotto della sua base per la sua altezza. 

Qualunque siasi 1' unità di misura lineare, segue da quel- 
lo che abbiamo detto , che 1' area d' un quadrato è eguale 
al quadrato del suo lato. 

1\. L'area d' un parallelogrammo qualunque è eguale 
al prodotto della sua base per la sua altezza. ( fig. 58 ) 
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Poiché il parallelogrammo ABCD e equivalente al ret- 
tangolo ABFE, che ha la medesima base AB e la medesima 
altezza AE. Dunque AB X A'E è la misura dell' area del 
parallelogrammo ABCD. 

12. V area d'un triangolo è eguale al prodotto della 
sua base per la metà della sua altezza. ( fig. 54 ) 

Poiché il triangolo ABC è la metà del parallelogrammo 
ABCD , che ha la medesima base AB e la medesima al- 
tezza DE ; dunque - è F espressione dell' area del 

triangolo ABC. 

73. V area d' un trapezio è eguale alla sua altezza 
moltiplicata per la semisomma delle sue basi parallele, 
(fig. 59) 

Il trapezio ABCD è composto di due triangoli ACB. 

AB x DE 

A CD: ora il primo ha per misura - ; ed il secon- 

. DC X DE , . . n/ _ (AB + CD\ 
do ; dunque 1 area del trapezio ABCD =^ - \ 

X DE. 

Se per il mezzo H della diagonale AC , si conduce IK 
parallela alle basi AB, CD del trapezio , è chiaro che si avrà 

MBr AB CD iq . . AB Jr CD 
HK = -— , IH = —- ( n.° 48 ) ; dunque JK = - , 

dunque V area d' un trapezio è pure eguale al prodotto 
della lìnea che unisce il mezzo dei due lati non paralleli , 
moltiplicata per 1' altezza di questo trapezio. 

74. V area d'un poligono regolare è eguale alla meta 
del prodotto del suo contorno per il suo apotema. ( fig. 45 ) 

Siccome tutti i triangoli AOB , BOC , .... sono eguali, 
l'area del poligono regolare ABCD.... è eguale a quella 
del triangolo AOB, moltiplicata per il numero dei lati di 

AB x OH 

questo poligono. Ora, l'area AOB z=z - ; dunque 

OH 

per il caso della figura, V arca del poligono = 6AB X 

OH 

Ma 6AB è il perimetro, ed — è la meta dell' apotema o 

del raggio del circolo inscritto ; dunque l' area d' un po- 
ligono regolare, qualunque siasi il numero dei suoi Iati, è 
tale come l'enunciato del problema lo porta. 

In generale, l'area d'un poligono qualunque circo- 
scritto ad un circolo, è eguale al prodotto del suo con- 
torno per la metà del roggio di questo circolo. 
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75. V area d' un circolo è eguale al prodotto della 
sua circonferenza per la meta del suo raggio. 

4. a Dimostrazione. Faremo dipendere la dimostrazione 
di questo teorema , da questo principio incontrastabile , 
cioè ; che se una grandezza variabile X, ha per limiti 
due altre grandezze costanti, A e B, ognuna minore 
d' X, queste sono necessariamente eguali. 

Adesso , poiché secondo il teorema del n.° 63 , si può 
concepire un poligono regolare , ed anche irregolare, cir- 
coscritto ad un circolo d' un raggio /?, in modo che il pe- 
rimetro P di questo poligono , differisca tanto poco quanto 
si vorrà dalla circonferenza C 9 V eccesso del prodotto 
P X j R sul prodotto invariabile C X { R, potrà essere 
al disotto d'ogni quantità assegnabile. Da un altro canto 
l'area del medesimo poligono , sempre maggiore di quella 
del circolo, può approssimarsi a quest'ultima quanto si 
vorrà. I prodotti $ PR , { CR , e l area del circolo, sono 
dunque tre quantità che si trovano assolutamente nelle 
medesime circostanze della grandezza variabile X, e le 
due altre grandezze A e B\ dunque il prodotto \ CR è 
la vera misura della superficie del circolo. 

2. a Dimostrazione. Quando si vuol fare uso della con- 
siderazione dell' infinito , si dimostra questo teorema come 
segue. 

Se si concepisce un poligono regolare circoscritto, d'un 
numero infinito di lati , il suo perimetro differirà infini- 
tamente poco dalla circonferenza del circolo. Si può adun- 
que sostituire questo poligono a questo circolo. Dunque 
( n.° 74 ) P area d' un circolo è eguale alla sua circonfe- 
renza moltiplicata per la metà del suo raggio. 

Indichiamo per n la circonferenza d' un circolo il cui 
diametro = i ; per R il raggio, e per C la circonferenza 
d' un altro circolo ; avremo ( n.° 64 ) , 

C = 2ttR. 

Ora 1' arca del Circolo = J CR , dunque j CR ss w /?* ; 
vale a dire, che l'area d'un circolo è pure eguale al 
prodotto del quadrato del suo raggio per il rapporto della 
circonferenza al diametro. 

76. L'area d'un settore circolare è eguale al prodotto 
del suo arco per la metà del suo raggio. ( Gg. 48 ) 

Egli è infatti evidente che il settore ACBM sta al cir- 
colo intiero, come l'arco AMB sta all'intiera circontc- 



402 CORSO DI MATTEM AT1CHE. 

renza, ossia come are. ABX~ AC\ circ. AC X ~- AC. 

\ 

Ma l'area del circolo = circ. AC X y -^C C »«° preceden- 
te ) ; dunque l'area del settore A CBM=. are. AB X 4- 

In quanto all'area del segmento A MB , si vede bene 
che è eguale a quella del settore ACBM meno quella del 
triangolo ^C2?. 



CAPITOLO IV. 

PARAGONE DELLE AREE DELLE FIGURE SIMILI* 

77. // quadrato costruito sull* ipotenusa d'un triangolo 
rettangolo , è eguale alla somma dei quadrati costruiti 
sopra i due altri lati. ( fig. 60 ) 

Questa proposizione già provata al (n.° 53), si dimostra 
semplicissimamente come segue. 

Sia il triangolo ACB, rettangolo in A . e sia costruito 
un quadrato sopra ogni lato. Se dal punto A si abbassa 
sopra FG la perpendicolare A E , e che si conducano le 
rette AF, BL , i triangoli ACF, BCL saranno eguali; 
poiché avranno un angolo uguale compreso fra lati re- 
spettivamente eguali. Infatti, l'angolo LCB = ang. ACF ; 
lato CZ = lato CA, e lato C0=lato CF. Ma il triango- 
lo LCB è la metà del quadrato ACLK , avendo tanto l'uno 
che 1' altro la medesima base e la medesima altezza ; per 
la stessa ragione il triangolo ACF è la metà del rettan- 
golo CDEF : dunque il quadrato AL è equivalente al ret- 
tangolo CE. Si proverebbe in egual modo che il quadrato 
AH è equivalente al rettangolo BE ; dunque il quadrato 
CG è eguale al quadrato AH più il quadrato AL , che 
si traduce cosi: 

~CB* = AB* + AC\ 

Dunque il quadrato d' uno dei lati dell' angolo retto è 
eguale al quadrato dell' ipotenusa meno il quadrato del- 
l' altro lato, cosa che si esprime cosi: 
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Questa formula risulta dall' essere l' area d' un quadrato , 
eguale al quadrato della sua base ( n.° 70 ). 

Dunque , in un quadrato , il quadrato fatto sulla dia- 
gonale è doppio del quadrato fatto sopra al lato , o ciò 

che è lo stesso, la diagonale sta al lato :: }/ 2 \. Cosi la 
diagonale d'un quadralo è incommensurabile col suo lato. 

Le altre proprietà del triangolo rettangolo sono dimo- 
strate nel numero citato precedentemente. 

78. In ogni triangolo il quadrato del lato opposto ad 
un angolo acuto, è eguale alla somma dei quadrati dei 
due altri lati, meno due volte il prodotto del lato su 
cui cade la perpendicolare , moltiplicalo per il segmento 
adiacente a quest' angolo. ( fig. 6\ ) 

I triangoli A CD , DCB , essendo ambedue rettangoli, dan- 
no respettivamente , 

AC* = AD* + CD* ,eCD* = CB* — BD* . 

Se si sostituisce quest'ultimo valore di CD nella prima 
di AC , s'otterrà, 

Te* = ~AD* + CB* —~~BD* ; 

ma nella (fig. 64), il segmento AD=zAB — BD, e nella 
(fig. 62) il segmento AD=.BD — AB. Si ha dunque nel- 
r uno e uell' altro caso , 

AD* = AB 1 — 2AB X BD + BD* : 

espressione che cangia il valore di AC % nel seguente ; 

AC* = AB* + BC* — 2AB X BD : 
cosa che concorda colla proposizione enunciata. 

79. In un triangolo ottusi angolo , il quadralo del lato 
opposto all' angolo ottuso , è eguale alla somma dei qua- 
drali dei due altri lati , più due volte il prodotto della 
base per il segmento adiacente a quest' angolo. ( fig. 62 ) 

Per la medesima ragione del teorema precedente si ha , 

le* = BD* + CD* , e CD* = AC* — AD* , 
d'onde si conchiude, 

BC* — J3 2 +AC* — AD* ; 
ma BDz=AB4-AD y 

ovvero ~BD* =i~AB* + AÒ* + 2 AB X AD; 
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dunque le* =s ~AB* + le* + 2 AB X AD, 
siccome lo porta l'enunciato della proposizione. 

80. In un triangolo qualunque , se si conduce una 
retta dal vertice alla metà della base, il doppio della 
somma dei quadrati di questa retta e della meta della 
base, sarà eguale alla somma dei quadrati degli altri 
due lati. ( fig. 63 ) 

Sia E il mezzo della Base Ali del triangolo ABC, e CD 
la sua altezza ; il triangolo ECB darà per il teorema 
del (n.o 78), 

~CB =z~CE* + — 20 X ED, 
ed il triangolo A CE darà per il teorema precedente, 

~AC y z=z~CE % +2JEXED; 
dunque aggiungendo ed osservando che A E = EB, avremo 

AC* + ~CB % = 2CE* + 2AÈ* : 

che è quello che si voleva dimostrare. 

Da ciò facilmente si conchiude, che in ogni paralle- 
logrammo , la somma dei quadrati dei lati è eguale alla 
somma dei quadrati delle diagonali. 

81. I triangoli simili stanno fra loro come i quadrati 
dei loro lati omologhi. ( fig. 61 ) 

I triangoli ABC,abc essendo simili, si ha la proporzione, 

AB l ab :: AC : ac; 
parimente a causa dei triangoli equiangoli A CD, aed si ha 

cd : ed :: ac : oc. 

Moltiplicando per ordine queste due proporzioni viene 

AB X CD l ab X ed H ~AC % \ a~c . 

Ma AB X CD è il doppio dell' area del triangolo ACB, 
cd ab X ed è pure il doppio dell'area del triangolo abe ; 
dunque le aree dei triangoli simili stanno fra loro come 
i quadrati dei lati omologhi. 

82. Le superficie dei poligoni simili stanno fra loro 
come i quadrati dei loro lati omologhi, o delle loro 
linee omologhe. ( fig. 46 ) 

Poiché i poligoni ABC DE , abede sono simili , sono 
composti d'un medesimo numero di triangoli T, 7", T" , 
f, t , t*, respettivamente simili e disposti nella stessa 
guisa ; si ha dunque in virtù del teorema precedente , 
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t : t :: 1b* : 7L\ 
r : t :: Te* : 7?, 
r : t v :: co* :~cd* 

Tutti questi rapporti sono eguali, poiché a causa della 
similitudine dei poligoni, si ha 

JB : ab :: BC : bc, ec. 

ossia AB* l al* :: Jc l Te* , ec. 

Dunque la somma degli antecedenti 7*+ T + T\ ossia il 
poligono ABCDE, sta alla somma dei conseguenti t -J- V 

ossia al poligono abede, come un antecedente AB* sta al suo 

conseguente ab* . Dunque ec. 

83. Le aree dei cìrcoli stanno fra loro come i quadrali 
dei raggi , o dei diametri , o delle circonferenze. 

Si è reduto (n.° 75 ) che l'area S d'un circolo = nR*, 
essendo R il raggio di questo circolo, e -n il rapporto 
della circonferenza al diametro; per conseguenza per un 
altro circolo del raggio R\ si ha S' = nR'* ; dunque da 
queste due eguaglianze se ne deduce la proporzione 

s : s* :: : n r* : r\ 

Ma il teorema del (n.° 64), dà 

r : R* :: c : c 
ossia r* : r * :: c* : c ,% , 

e poiché i raggi stanno come i diametri, si ha inoltre 

r* : r * :: d* : 

dunque a causa dell'eguaglianza di questi rapporti, 

s : s' :: z> a : z?» « o : c% 

quello che bisognava dimostrare. 
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CAPITOLO V. 

PROBLEMI DI GEOMETRI* RELATIVI ALLA TEORIA PRECEDENTE. 

Soluzioni grafiche. 

84. Trovare il rapporto di due linee rette. ( fig. 64 ) 

Misurare la distanza dei due punti , o la lunghezza d'u- 
na retta tracciata in terra o sulla carta, significa cercare 
quante volte questa retta ne contiene un' altra presa per 
unità. Ouest' unità è assolutamente arbitraria. In Francia 
l'unità di misura delle lunghezze è il metro, che siccome 
sappiamo si divide in decimi, centesimi, ce. (4) Se si vuo- 
le conoscere adunque la distanza dal punto A al punto B 
sul terreno, si porterà il metro successivamente nella di- 
rezione AB, tante volte quante sarà possibile; e se si tro- 
va un resto, si valuterà nelle parti, di auest' unità. 

S' indica la linea AB con biffe o pali dritti, che si fic- 
cano verticalmente, ed in modo che la prima biffa esat- 
tamente nasconda tutte le altre ; allora i piedi di tutte 
queste biffe 60no sull' istessa linea retta , se il terreno è 
orizzontale o ha un solo pendìo: in generale sono sullo 
stesso piano verticale. 

Da ciò si vede che il rapporto delle due linee è espres- 
so da quello dei due numeri che indicano quante volte 
un' altra linea della medesima natura è contenuta nelle 
due prime. Per esempio una lunghezza = 48 m ,5, ed un 
altra =5"',25: dunque queste due lunghezze stanno fra 

loro :: 48,25 : 5,25 :: <825 : 525 :: 74 : 2\. 

Se le due linee fossero marcate sulla carta , si potrebbe 
trovare ancora il loro rapporto esatto o approssimato, col 
metodo che si segue in aritmetica , per trovare il massimo 
comune divisore di due numeri. 

85. / tre lati d* un triangolo essendo dati separata- 
mente descrivere questo triangolo. ( fig. 65 ) 

Le tre linee date sono m , n , p. Prendete AB = m\ 
quindi dal punto A come centro e con un raggio eguale 
«, descrivete un arco xy : quindi dal punto B come cen- 
tro , e con un raggio eguale p , descrivete un altro arco 
zt , in modo che tagli il primo in C : conducete final- 



(<) In Toscana è per gli agrimensori la Canna che si divide in brac- 
cia; e per 1* artiglieria è la Tesa Francese die si divide in piedi, ec. 
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monto le rette CA , CB, ed il triangolo ABC sarà quello 
che bisognava descrivere. 

La costruzione sola fa vedere che gli archi xy, zt, non 
possono tagliarsi , e per conseguenza che il triangolo non 
può aver luogo , che allorquando la linea maggiore data 
e minore della somma degli altri due. 

86. Dividere una retta data in due parti eguali, (fig. 66) 

Dall'estremità della retta data AB, e con un raggio 
maggiore della metà di questa retta , descrivete due archi 
che si tiiglino in C ed in D ; allora la retta CD sarà per- 
pendicolare ad //)'. Infatti i due punti C e D essendo 
egualmente lontani da A v. Ja B , sono necessariamente 
sulla perpendicolare inalzata sul mezzo di AB ( n.° 24 ) ; 
ma due punti determinano la posizione d' una retta ; dun- 
que CD divide la retta AB in due parti eguali. 

87. Per un punto dato sopra una linea , inalzare una 
perpendicolare su questa linea. ( fig. 67 ) 

Prendete a destra e sinistra del punto C dato, due parti 
eguali CD, AC; e dai punti A , D come centri , con un 
raggio maggiore di AC descrivete due archi che si tagli- 
no in E : la retta CE sarà la perpendicolare richiesta. 
Poiché il punto E essendo per costruzione egualmente 
lontano da A e da B , appartiene alla perpendicolare inalza- 
ta sul mezzo di AD ; dunque CE e questa perpendicolare. 

88. Da un punto dato fuori d' una retta , abbassare 
una perpendicolare su questa retta. ( fig. 61 ) 

Dal punto C come centro , dato fuori delta retta AB , 
e con un raggio bastantemente grande , descrivete un ar- 
co che tagli AB in due punti E ed F; quindi da questi 
punti come centri , e col medesimo raggio, se piace, de- 
scrivete due altri archi che si taglino in D ; la retta CD 
sarà perpendicolare sul mezzo di EF , e per conseguenza 
sulla retta AB. Infatti i punti C 7 D, sono ognuno egual- 
mente distanti da E e da F. 

89. Per un punto dato condurre una parallela ad unà 
retta data. (fig. 69) 

Dal punto dato C preso per centro , e con un raggio 
CB bastantemente grande, descrivete un arco indefinito 
BD. Dal punto B come centro , e col medesimo raggio , 
descrivete l'arco CA ; prendete BDz=AC, e tirate la 
retta CD, che sarà la parallela richiesta. 

Infatti per costruzione, gli angoli alterni interni BCD , 
ABC sono eguali, dunque le linee AB , CD sono parallele. 
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Ecco nn altro mezzo di risolvere questo problema , e 
che è esatto abbastanza nella pratica. 

( fig. 70 ) Dal punto C come centro si descrive F arco 
ocy tangente ad AB, e da un altro punto F preso sopra 
AB collo stesso raggio si descrive 1' arco zt. Si pone quin- 
di una riga il cui lembo passi per il punto C e sia tan- 
gente all'arco zt. La retta CD, determinata in questa 
guisa , sarà la parallela richiesta. 

90. Da un punto dato fuori d' una retta , condurre una 
linea che faccia colla prima un angolo dato. ( fig. 7 \ ) 

Sia C il punto dato fuori della retta AB , ed M V an- 
golo dato. Per un punto D preso a volontà sopra AB, si 
tirerà una retta DE, in modo tale che 1' angolo £DB=Jtf ; 
si condurrà quindi per il punto C una retta CH parallela 
a DE. Allora l'angolo CHD sarà eguale a EDB, ed il 
problema sarà risoluto. 

94. Dividere un angolo in due parti eguali. ( fig. 73 ) 

Per dividere 1' angolo BAC in due parti eguali, dal suo 
vertice A come centro e con un raggio preso ad arbitrio 
descrivete 1' arco mn. Quindi dai punti m , n come centri, 
e con un raggio maggiore di \ mn, descrivete due archi 
che si tagliano in D. Con questo mezzo, la retta AD di- 
viderà l'angolo BAC in due parti eguali. 

Infatti i due punti A , D sono ognuno egualmente lon- 
tani dall' estremità della corda mn ; dunque la retta AD 
è perpendicolare sul mezzo di questa corda ; dunque di- 
vide 1 arco mEn e l'angolo BAC in due parti eguali. 

Si può, colla medesima costruzione, dividere un arco 
in 4 , 8 , i6, ... ec. , parti eguali. 

92. Condurre una perpendicolare all' estremità d J una 
retta senza prolungarla. ( fig. 74 ) 

Prendete ad arbitrio un punto C nell'interno dell' ango- 
lo retto E AB. Da questo punto come centro, e con un 
raggio eguale ad AC , descrivete una circonferenza ADHE. 
Per il punto D , ove questa circonferenza taglia la retta 
AB , conducete il diametro DE , ed unite i punti A ed E: 
la retta AE sarà perpendicolare ad AB. Infatti 1' angolo 
inscritto E AD ha per misura la metà della semicirconfe- 
renza EHD, quest'angolo è dunque retto ( n.' 38 e 40 ). 

Se si trattasse di risolvere lo stesso problema sul terre- 
no, si farebbe nel modo seguente. 

Ponetevi in qualche parte in C : tendete quindi una 
cordella d' una lunghezza AC , da C in D, di modo che 
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r estremità D sia nella direzione AB. Tendete quindi la 
medesima cordella da C in E , nella direzione CD, indi- 
cata con luffe : allora la retta AE sarà la perpendicolare 
richiesta. Si vede bene che questa costruzione torna ad 
essere la precedente. 

93. Per un punto dato condurre una tangente ad un 
cìrcolo. 

Se il punto A (fig. 49) è dato sulla circonferenza, con- 
ducete il raggio AC, ed alzate su questo raggio la per- 
pendicolare AB, che sarà tangente al punto A ( n.° 36). 

Se il punto A è dato fuori della circonferenza , unite 
questo punto e il centro C del circolo dato ( fig. 75 ) ; e 
sulla linea AC come diametro, descrivete la circonferen- 
za ABCB ' ; le rette AB , AB' condotte dal punto dato 
alle intersezioni dei due circoli , saranno tangenti al pri- 
mo circolo CB. Ciò è evidente poiché gli angoli CÈA , 
CB'A sono retti ognuno ( n.' 38 e 40 ). 

I due triangoli ABC , JB'C essendo eguali , ne segue 
che gli angoli BAC , B'AC lo sono pure. Dunque aftin- 
ché un circolo tocchi i lati d' un angolo , bisogna che il 
suo centro sia sulla retta che divide queir angolo in due 
parti eguali. 

94. Inscrivere un circolo in un triangolo. ( fig. 76 ) 

Risulta dalla conseguenza dedotta dalla soluzione del 
problema precedente, che per inscrivere un circolo in un 
triangolo , bisogna dividere in due parti eguali due degli 
angoli di questo triangolo ; perchè il punto d' intersezio- 
ne delle due linee di divisione , sarà il centro del circolo 
cercato. In quanto al raggio OK di questo circolo, è chia- 
ro che sarà eguale alla perpendicolare abbassata dal cen- 
tro 0, sopra uno dei j lati AC del triangolo ABC. 

95. Fare passare una circonferenza per tre punti dati 
non in linea retta, (fig. 77 ) 

I punti dati essendo A, B, C, unitegli colle rette AB, 
BC; e sul mezzo d'ognuna, inalzate le perpendicolari de, 
gf. Il punto 0 d" intersezione di queste perpendicolari , 
sarà allora egualmente distante dai tre punti A , B , C , 
e sarà per conseguenza il centro del circolo cercato. 

Non e difficile il provare che non si può fare passare 
che una sola circonferenza per i tre punti A, B, C ; e si 
vede bene che se questi punti fossero in linea retta , il 
problema sarebbe impossibile. 

Questa soluzione risolve anche il problema ove si tratta 
di fare passare una circonlcrcnza per i vertici dei tre au- 
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goli d' un triangolo , oppure di trovare il centro d' un 
circolo o d' un arco. 

( lìg. 78 ) Se i tre punti A , B , C sono dati sul terre- 
no, e che bisogni marcare una circonferenza per questi 
tre punti supposti molto lontani gli uni dagli altri , si 
misurerà con un grafometro ( n.° 225 ) l'angolo ABC , e 
si scerranno altri punti, come B\ d'onde gli oggetti A, C 
siano veduti sotto un medesimo angolo B , in modo cioè 
che si abbia ABC z=zAB'C. L'unione di tutti questi punti 
determinerà 1' arco di circolo cercato , che si traccerà 
quindi liberamente. Per terminare la circonferenza , si 
scerranno parimente altri punti ù , b % .... , in modo che 
ognuno degli angoli AbC , AO'C . . ., sia eguale all'eccesso 
di due angoli retti su IT angolo B\ 

96. Sopra una retta data descrivere un segmento ca- 
pace df un angolo dato. ( fig. 79 ) 

Sia AB la retta data , e C Y angolo noto. Si tratta di 
descrivere su questa retta un arco A KB , che sia tale che 
tutti gli angoli inscritti X, X*,... siano eguali all'angolo C. 

Fate V angolo MAB = C. Alzate AO perpendicolare ad 
AM, come pure OD perpendicolare sul mezzo di AB ; ed 
il punto 0 , comune a queste due perpendicolari sarà il 
centro dell'arco richiesto A KB. 

Infatti gli angoli MAB e A" sono eguali, avendo ciascu- 
no per misura la metà dell'arco AEB ( n. 1 40 e 41 ) ; ma 
per costruzione , MAB=C, dunque K=lC. 

Si vedrà 1' uso di questa soluzione nella geodesia. 

97. Trovare una quarta proporzionale a tre linee date. 
(%• 80) 

Le tre linee date sono m , n , p. Sul lato AX à' un 
angolo ad arbitrio A , portate a partire dal punto A , e 
1' una dietro l'altra, le due prime linee m ed it; sull'al- 
tro lato AY, portate a partire dal medesimo punto A, la 
terza linea p ; unite 1' estremità d" m e di p ; e dall'estre- 
mità n , conducete DE parallelamente a BC La parte EC 
sarà la quarta proporzionale cercata , poiché a causa delle 
parallele DE, BC, si ha m l n II p l x. 

Nella stessa guisa si trova una terza proporzionale a due 
linee date A e B; poiché essa è la stessa della quarta pro- 
porzionale alle tre linee date A, B, B. 

98. Dividere una linea data in tante parti eguali , 
quante se ne vorranno. ( fig. 81 ) 

Sia proposto il dividere la linea t il in cinque parti 
eguali. Dall' estremità A, conducete la retta indefinita AC, 
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e portate sopra questa retta cinque volte la lunghezza 
qualunque A \; unite l'ultimo punto di divisione C e 
1 estremità B della retta AB; conducete D \ parallela a 
BC, ed allora AD sarà la quinta parte di AB ( n.° 46 ). 

Questo processo può in diversi modi variarsi: cccone 
un altro esattissimo nella pratica. 

( fig. 82 ) Sia sempre AB la linea da dividere. Condu- 
cete ad arbitrio la retta indefinita BD , e per il punto A 
la retta AE parallela a BD. Portate sopra ognuna di que- 
ste parallele cinque parti eguali, ed unite tutti i punti 
di divisione corrispondenti colle rette AD, (1) (4) , (2) (3),... 
le quali essendo parallele ed equidistanti divideranno AB 
in cinque parti eguali. 

99. Per un punto preso nell'interno d'un angolo dato , 
condurre una retta in modo che le parti comprese fra 
questo punto e i due lati dell' angolo siano eguali, (fig. 83) 

Sia D il punto dato nell'interno dell'angolo BAC. Per 
questo punto, conducete DE parallela ad AB; prendete 
ÈFz=:AE, e conducete la retta FDG, che sarà necessa- 
riamente divisa in due parti eguali al punto D ( n.° 46). 

400. Sopra una retta data costruire un triangolo si- 
mile ad un triangolo dato. ( fig. 61 ) 

Sia ACB il triangolo dato. Si tratta di costruire sopra 
ab , il triangolo abc simile al primo. Perciò fate l' an- 
golo az=;A, e l'angolo bzrzB ( n.° 89). Le rette ac , bc 
s'incontreranno in un punto c, che sarà V omologo di C, 
ed il problema sarà risoluto. 

Si potrebbe, ma in un modo meno semplice, costruire 
il triangolo abc simile ad ABC, cercando prima una quarta 
proporzionale alle tre linee AB, AC, ab, e quindi una 
quarta proporzionale alle tre linee AB, BC , ab: si cono- 
scerebbero allora i tre lati del triangolo abc, che si co- 
struirebbe col metodo del ( n.° 85 ). 

La riduzione d'un piano può eseguirsi, mediante uno 
di questi processi; poiché se tutti i punti principali di 
questo piano sono legati da triangoli, e se si costruiscono 
altri triangoli che gli siano simili, e disposti nello stesso 
senso, ed i cui lati siano a quelli del primo in un dato 
rapporto, si avrà il primo abbozzo della copia della pianta 
proposta. Ritorneremo su questo particolare. 

Invece di seguire la penosa via che abbiamo indicata 
per trovare una quarta proporzionale a tre linee date, è 
più facile fare uso delle scale, le cui lunghezze sono nello 
stesso rapporto che deve esistere fra le lince omologhe 
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d' una figura e della sua copia ; cosi passiamo a parlare 
della loro costruzione. 

\ Oi . Costruire una scala di parli eguali. ( fig. 84 ) 

Per scala s' intende una retta che serve a misurare 
tutte le linee d' un piano o d' una carta. Quando non ci 
sono minute particolarità da rappresentare , s' impiegano 
più sovente delle scale costruite come quella in fondo 
alla ( fig. 84) ; nel caso però contrario si fa uso di scale 
di decimali. Ecco come si costruiscono quest' ultime. 

Supponghiamo che si voglia la decima parte del pic- 
colo intervallo am, che può per esempio rappresentare 
un metro. S* inalzerà alla retta ab la perpendicolare ac j 
su cui si porteranno dieci intervalli eguali ; per tutti 1 
punti poi di divisione, si condurranno delle parallele alla 
linea ab, quindi si tireranno le transversali eni, xn y yp ... 
che saranno equidistanti , poiché gli spazii am , mn. . . . ex, 
xy . . . . sono per costruzione eguali. In questa guisa la 
parte della prima parallela (1) (!') intercetta nel trian- 
golo t'bd , sarà la decima di am ossia d' un metro. La 
parte della seconda parallela parimente intercetta , ne sarà 
i ì^, e cosi di seguito. 

Adesso se si vuole una lunghezza di 16 metri , l , per 
esempio, si prenderà col compasso la parte della paralle- 
la (4) (4') compresa fra ef, e la traversa qz. Parimente 

5cr avere la lunghezza di 28» ,55, si prenderà la parte 
ella parallela che è compresa fra gh ed xn , e che oc- 
cuna il mezzo fra le altre due (5) (5') e (6) (6'). 

In pratica si rimpiazzano le lettere f, g, coi numeri 
40, 20, e le lettere v, u, t, s, r... coi numeri \ , 2 , 
3, 4, 5. . . . 

102. Ti 'ovare una media proporzionale fra due linee 
date. (fig. 85) 

I. Soluzione. Sopra una retta indefinita ayr, portate al 
seguito T una dell' altra le linee date A e B. Sulla som- 
ma xy di queste due linee, come diametro descrivete una 
semicirconferenza, e per l'estremità z del segmento xz=:A, 
inalzate sopra xy la perpendicolare zm, che sarà la media 

Sroporzionalc cercata ( n.° 54). In fatti per la proprietà 
el circolo , si ha xz'.zuy, zu ; zy, ossia A \ zu H zu\ B. 

II. Soluzione. Sulla linea maggiore B o xy' descrivete 
una semicirconferenza ; portate la linea A sulla linea B , 
cioè fate xz = A , e per 1' estremità z della retta A , al- 
zate zu' perpendicolare ad xy' : finalmente conducete I a 
corda xu' , clie sarà la media proporzionale cercata ( n.° 54) . 
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Per trovare una media proporzionale fina due numeri , 
si moltiplicano V uno per 1 altro , e la radice quadrata del 
prodotto è la media proporzionale. (Vedi àlgebra n.° 87). 

1 03. Dividere una linea in media ed estrema ragione. 
(fig. 86) 

Sia la retta AB clic si tratta di dividere in media ed 
estrema ragione. Conducete CA perpendicolare ad AB , e 

fate CA = 2 ; dal punto C come centro, e col raggio 

CA descrivete una circonferenza; unite CB , prendete BE 
=z DB , ed il punto E dividerà AB, siccome lo esige 1' e^ 
nunciato della questione. 

Poiché essendo AB tangente alla circonferenza, si ha 
(n.° 56), 

hb : ab :: ab : bd 

e quindi , 

hb — ab : ab :: ab — bd : bd ; 

ma , HB — AB ss HB — HD ss BD ; 
ed AB — BD =: AB — ■ BE = AE , 

dunque la proporzione precedente diviene 

bd : ab :: ae : bd. 

e cambiando posto ai medii ed agli estremi , e mettendo 
BE per BD , 

ab : be :: be : ae , 

AB essendo maggiore di BE^x ha necessariamente BE^>AE; 
dunque la parte maggiore BE della linea A ti è media 
proporzionale fra AB ed A E. 

Si osserverà che in questa costruzione , la secante BFl 
è divisa in media ed estrema ragione al punto D. 

104. Trovare il lato d'un quadrato equivalente ad un 
rettangolo dato. 

Siano b ed h la base e 1' altezza del rettangolo dato , 
x il lato del quadrato cercato. E chiaro che in virtù del- 
l' enunciato della questione, si deve avere 

b x h ss # a , o b : x :: x : /* ; 

cioè che il lato del quadrato è medio proporzionale fra la 
base e 1' altezza del rettangolo. Si risolverà dunque que- 
sto proplema col metodo del n.° 102. 

Corso di Man. T. IL 8 
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405. Trasformare un poligono rettilineo qualunque , in 
un altro poligono equivalente , e che abbia un lato di 
meno, ( fig. 72 ) 

Supponghiamo che il poligono proposto sia il quadrila- 
tero ABCD, si tratta di trovare un triangolo che gli sia 
equivalente. Perciò conducete la diagonale AC , e per il 
punto D la retta Di? parallela a questa diagonale e ter- 
minata al lato AB sumcentemente prolungato ; unite quin- 
di i punti E , C; il triangolo BCE sarà equivalente al 
quadrilatero ABCD. Per provarlo hisogna considerare che 
i triangoli ADC, AEC sono eguali in superficie, avendo 
la medesima hase AC e la medesima altezza : se dunque 
alla parte comune ACB, si aggiunge da una parte il trian- 
golo ADC , e dall' altra il triangolo AEC, avremo due 
somme eguali ; dunque il triangolo EBC è equivalente al 
quadrilatero ABCD. 

Si vede così la possibilità di trasformare un poligono 
qualunque in un triangolo equivalente ; poiché se si tratta 
per esempio , d* operare sopra un pentagono , si trasfor- 
merà col metodo precedente, in un quadrilatero equiva- 
lente ; poscia si troverà un triangolo equivalente a questo 
quadrilatero. 

406. Trovare un quadrato equivalente ad un poligono 
dato. 

Per risolvere questo problema graficamente , si trasfor- 
merà il poligono dato in un triangolo equivalente; quin- 
di si prenderà, col processo del n.° 402, una media prò- \ 
porzionale fra la base è la metà dell' altezza di questo 
triangolo : questa media proporzionale sarà il lato del 
quadrato cercato ( n.° 72 e 404 ). 

Ne segue da ciò che si possono quadrare tutte le figure 
rettilinee. 

Nota. Per costruire un quadrato equivalente ad un cir- 
colo , bisognerebbe che il lato di questo quadrato fosse 
una media proporzionale , fra la circonferenza e la metà 
del raggio del circolo dato ; ma il rapporto numerico di 
queste due linee essendo incommensurabile, ne segue che 
la quadratura del circolo è impossibile ; pertanto 1' area 
del quadrato ottenuto con questo metodo , differirà tanto 
meno da quella del circolo, in quanto che più prossimo 
gli sarà il rapporto di cui si tratta. 

407. Inscrivere un quadralo in un circolo, (fig. 87) 

Conducete due diametri AC, BD perpendicolari fra loro 
( n.° 86 ) , c le quattro rette che uniranno le loro estre- 
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mita saranno i lati del quadrato inscritto ABCD : ciò che 
è manifesto. 

Si vede chiaro quello che farsi dovrebbe per circoscri- 
vere un quadrato al medesimo circolo ; non è di ilici le 
provare che il quadrato circoscritto è doppio del quadrato 
inscritto. 

Dividendo in due parti eguati ogni quark» di circonfe- 
renza , ed unendo tutti i punti di divisione , si avrebbe 
l'ottagono regolare inscritto; da quello si potrebbe passa- 
re ad un altro poligono regolare d'un doppio numero di 
lati (n.°9l ). Così tutti i poligoni regolari inscrivibili o 
circoscrivibili coli' ajuto del quadrato, sono quelli di 

4 , 8 , H ) , 32 , ec. lati. 
408. Inscrivere un esagono regolare in un circolo, 
( fig- 45 ) 

Portate il raggio del circolo dato , sei volte di seguito 
attorno alla circonferenza , poiché il lato dell' esagono re- 
golare è eguale al raggio del circolo circoscritto ( n.° 61 ). 

Unendo due a due i punti <li divisione , si avrebbe il 
triangolo equilatero inscritto. E da osservarsi che questo 
triangolo è il quarto del triangolo equilatero circoscritto. 

Tutti i poligoni inscrivibili o circoscrivibili al circolo 
per mezzo dell' esagono regolare, sono quelli di 

3 , 6, i2 , 24 , ec. lati. 

i09. Inscrivere un decagono regolare in un circolo, 
( fig- 47 ) 

Si dividerà il raggio del circolo dato in media ed estre- 
ma ragione , e la parte maggiore di questo raggio sarà il 
lato del decagono regolare inscritto ( n.° 62 ). 

Se due a due si uniscono i dieci punti di divisione, s'ot- 
terrà il pentagono regolare. Da ciò, e da quello che pre- 
cedentemente e stato detto ne scj>ue , che tutti i poligoni 
regolari inscrivibili o circoscrivibili per mezzo del deca- 
gono sono quelli di 

5, 40, 20 , 40, ec. lati. 

i\0. Inscrivere un pcntedecagono in un circolo, 

L' arco sotteso dal lato del pentedecagono è eguale 

all'arco dell'esagono, meno quello del decagono. Infatti 

l' arco dell' esagono = \ o f d' un angolo retto ; V arco 

del decagono = ^ o \ ; la differenza dunque di questi 

due archi = § — | ±= *- d' un angolo retto , ed è pre- 
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cisamente Y arco d' un pentedecagono. Mediante questo 
poligono si potranno inscrivere o circoscrivere tutti quelli di 

45, 30, 60, ec. lati. 

Nota. I problemi che precedono trovano la loro appli- 
cazione nel disegno della fortificazione regolare. 

Soluzioni col calcolo. 

HI. Inalzare sul terreno una perpendicolare ad una 
retta , per mezzo d J una corda. ( fig. 88 ) 

Abbiamo già risoluto questo problema ( n.° 92 ) ; ma la 
soluzione attuale è fondata sulla proprietà del triangolo 
rettangolo, e può essere impiegata quando non c'è di li- 
bero che lo spazio compreso fra i due lati dell' angolo 
retto. 

La retta data è CA ; si tratta d' inalzargli al punto C la 
perpendicolare CD. Dividete una corda in tre parti , che 
stiano fra loro come 3, 4, 5 ; attaccate le due sue cime 
ad un palo z , e dopo aver fatto Cz ^= 3 , passate que- 
sta corda dietro al palo C ; stendetela in modo che le 
sue due parti Cz , yz facciano un angolo y , e siano re- 
spettivamente eguali a 4 e 5 ; piantate finalmente delle 
biffe nella direzione dei due pali C,y, e la retta CyD 
sarà la perpendicolare richiesta. Infatti il triangolo Czy è 
rettangolo in C, poiché il quadrato del lato maggiore è 
eguale alla somma dei quadrati degli altri due ( n.' 53 e 77). 

U2. Misurare la larghezza d'un fiume, supponendo 
che non si abbia altro strumento che il metro. ( fig. 89 ) 

Alla linea ACT perpendicolare alla corrente dell'acqua, 
inalzate la perpendicolare CE col metodo precedente ; 
prendete CD circa il terzo o la metà di CA, e DE presso 
a poco la metà di CD : ponete delle biffe nella direzione 
AD, ed inalzate al punto E la perpendicolare EF; final- 
mente misurate, BC, CD, DE, EF. 

Con questa costruzione i triangoli ADC , FDE sono 
simili ; cosi 

de : ef :: cd : ca. 

avendo determinato CA , avremo la larghezza del fiume 
AB—CA — CB. 

Si suppone che A sia un oggetto rimarcabile dalla 
sponda opposta a quella su cui uno è, come una pietra 
grossa , un albero , una siepe , ec. 
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Siano per esempio BC = 4"', CD s= 30"», DE = 20»', 
E/** 45 m ; avremo 

20 : 45 :: 30 : ca = 42 = 67»» ,5, 
4:9:: 

dunque AB = 67'»,") — 4»» = 63»» ,5. 

i\3. Misurare l'altezza a" un oggetto inaccessibile, 
supponendo come qui sopra , che non si abbia altro stru- 
mento che il metro. ( fig. 90 ) 

Sia SP V altezza da misurare , e supponghiamo che 
1' intervallo BP non sia accessibile che al punto B; sup- 
ponghiamo inoltre che il terreno PD sia orizzontale, o al- 
meno d' una pendenza sola. 

Si toglieranno due pertiche ben dritte, alle quali si 
darà se si vuole la medesima lunghezza , e si ficcheranno 
verticalmeute 1' una in B , Y altra in A. Siano per esempio 
BF ed AE l'altezze di queste pertiche; cercate stendendovi 
per terra, i punti C e D ove i raggi visuali SF, SE, 
passando per l'estremità d'ogni pertica e per quella del- 
l' oggetto da misurare, incontrano la superficie BD del 
terreno: misurate quindi le parti DA , AC, CB di questa 
linea, come pure la lunghezza d'ogni pertica , e procedete 
come segue per calcolare l'altezza SP. 

Supponendo per abbreviare DA — a, AC=zb, CBzzzc, 
AE=z FB=zh, BP=zx, PS —y , i triangoli simili CBF, 
CPS daranno 

c : h :: c -\- x : y. 

1 triangoli simili DAE , DPS daranno parimente. 
a l h :; a + b + c + x ; y , 

e poiché i conseguenti sono i medesimi nelle due propor- 
zioni , si ha diritto di conchiudere che 

a l c II a + b + c + x : c + x, 

(b + c)c 

d' onde si deduce x = •* 

a — c 

sostituendo quindi questo valore nella prima proporzione, 

h(a+b) 

s ottiene y — ; 

a — c 

cioè, che la differenza dei due segmenti DA., CB sta al- 
la distanza CD , come V altezza comune delle pertiche 
sta all' altezza cercata. 
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Mi. Noto il numero dei lati d'un poligono regolare, 
trovare il valore dell'angolo al centro, e quello dell'an- 
golo alla circonferenza. 

Siccome ci sono tanti angoli al centro quanti ci sono 
lati in un poligono, e che tutti questi angoli sono eguali , 
uno di essi è dunque eguale a 4 angoli retti, divisi per 
il numero dei lati del poligono; così indicando questo 
numero per n , si ha 

angolo al eentro ~ 4 ™* Ù . 

La somma degli angoli d'un poligono qualunque essen- 
do eguale a tante volte due angoli retti quanti sono i lati 
meno due ( n.° 44 ) , ed in un poligono regolare , tutti 
gli angoli essendo eguali, ne segue che ognuno d'essi è 
eguale alla loro somma divisa per il loro numero ; si ha 
dunque, angolo alla circonferenza, ossia 

. .. 2 retti (« — 2) 

angolo del poligono = . 

Si conchiude da ciò che l'angolo al centro e l'angolo 
del poligono equivalgono insieme a due angoli retti. Così 
si può risolvere questo prohlema. Una piazza da guerra 
essendo fortificata regolarmente , e l' angolo formato da 
due cortine consecutive essendo noto, trovare il numero 
dei bastioni. 

innanzi lo stahilimento del nuovo sistema metrico in 
Francia , i geometri erano soliti dividere la circonferenza 
in 360 gradi , il grado in 60 minuti , il minuto in 60 
secondi , ec. ; ma a motivo dei vantaggi della divisione 
decimale, dividono adesso la circonferenza in 400s r , il 
grado in 400 minuti, il minuto in iOO secondi, e così 
di seguito : di modo che il quarto della circonferenza o 
quadrante è di 400 gradi; cosa che è già stata osservata 
in Aritmetica. Da ciò ne segue che 1 angolo al centro 
dei poligoni regolari di 3, 4, 5, 6, ec. lati sono respetti- 
vamente di I33s f 33' 33 M iOOv-, 80b"; 66V 66' 66" f ec. 

M5. Misurare un angolo col rapportatore. 

Il rapportatore è un semi-circolo di rame o di corno 
diviso in 480 gradi, o in 200 gradi decimali, e qualche 
volta in mezzi gradi se è d'un gran diametro. Se ne fa un 
uso frequente per riportare sulla carta gli angoli misurati 
sul terreno ; se ne fa pure uso per misurare un angolo sul- 
la car^a, ed ecco come ci si procede. Si pone il centro di 
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questo strumento al vertice dell' angolo da misurare , e 
si fa coincidere il suo diametro con uno dei lati di que- 
st' angolo : allora il numero dei gradi contenuti nell' arco 
compreso fra i due lati, è la misura di quest' istcsso 
angolo. 

-166. Inscrivere in un circolo, col rapportatore un po- 
ligono regolare d'un dato numero di lati. 

Il metodo grafico che indistintamente si applica ad ogni 
poligono regolare, e che è sufficentemente esatto nella 
pratica , consiste a porre il centro d' un grande rappor- 
tatore al centro del circolo dato , ed a prendere sulla 
circonferenza di questo rapportatore, degli archi consecu- 
tivi il cui numero di gradi sia il valore dell' angolo al 
centro del poligono da inscrivere. Gonducendo allora dei 
raggi per 1 estremità di tutti questi archi, la t circonfe- 
renza del circolo sarà divisa come si desidera. E indubi- 



tato che si può col medesimo mezzo , circoscrivere ad un 
circolo Un poligono regolare qualunque. 

Trovare la superficie d'un triangolo di cui si 
conoscono i tre lati. (fig. 61 ) 

Siano i lati BC=za, AC=zb, AB=zc; ed indichiamo 
con x il segmento AD; avremo per il teorema del n.° 78 il 
rapporto seguente: 

1d % z=~AC* -J- ~Ab — 2AB X AD , 
o facendo uso dell' indicazioni date per maggior brevità , 

<z a = b* + c* — 2cx ; 

d, , b* + c*— a* 
onde x = ; 

2c 

e CD=zy=: VTc*- 7Ò % = j/ 6»- (*+ ; 
per conseguenza 

area ABC = f ( + „ ) I 
oppure riducendo 

area ABC = */ **+- . 

Il numeratore della frazione che e sotto al radicale, 
esprime la differenza di due quadrati, dunque ( n.° 34. 
Algebra ) . 
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f. ABC = j/ ^c+.b>+.*-a^ j 2bc-b>-c> + a> y 



in 



-f l— i— K-j— H-j— )C-5— > 

Finalmente se per abbreviare si fa rt-^-£4"* c:=: / , > 

b + c — a p a — b+c p , . 

avremo - = - — a , = - — b , ed 

a 4. b — c p 

— 2 — = 7 — C » P crc, ° 1 

, 4M = /Z(4-.)(|_ é )(^-c). 

Risulta da ciò, ebe l'area d'un triangolo i cui tre lati 
sono dati , è eguale alla radice quadrata del prodotto 
dei quattro fattori , il primo dei quali è la meta del 
perimetro del triangolo , e di cui gli altri sono i tre 
resti che si ottengono successivamente togliendo ognuno 
dei lati dal semiperimetro. 

Questa formula è utilissima nella Geodesia j poiebè se 
un poligono rettilineo qualunque e decomposto in trian- 
goli , e ebe si conoscano tutti i loro lati , si potrà imme- 
diatamente valutare l'area di questo poligono, mediante 



questa formula. 
Per 1' appi ics 



licazione sia « = 25"», & = 20' n , c=H5 m , 
avremo. 



s. ABC s= 00. (30 — 25) (30 — 20) (30 — \ 5) =1 50»m ; 

ma siccome in questo caso particolare, il triangolo ABC 
è rettangolo , poiebè il quadrato del lato maggiore , è 
eguale alla somma dei quadrati degli altri due lati , è più 
semplice il determinare la sua superficie moltiplicando 
uno dei lati dell'angolo retto per la metà dell' altro (n.°72); 
si ba dunque come qui sopra, 

s. ABCz= = 150-1 . 
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Problemi da risolvere. 

148. Abbiamo fatto uso dell'Algebra per risolvere il 
problema precedente, percbè egli e in generale il mezzo 
il più diretto ed il più sicuro per giungere a scoprire in 
Geometria , i rapporti cbe esistono fra le quantità date e 
quelle cbe si cercano. Ecco gli enunciati di diverse altre 
questioni cbe gli Alunni potranno per esercizio risolvere, 
o per la via puramente geometrica , o coli' analisi. 

4.° L' area d'un rettangolo essendo di 80'» •<!•, e l'eccesso 
della sua base sulla sua altezza essendo 4 4"', trovare i 
valori numerici di queste due linee. Risposta 46'» e 5 m . 

2. ° L'area d'un trapezio =; 4345 m< i , e le sue due basi 
parallele essendo 13'» c 21 m ; qual è la sua altezza ? 
Risp. 77"' ,353. 

3. ° L'area d'un triangolo equilatero essendo di 389 n, -l ,71 
trovarne il lato. Risp. 30 m . 

4. ° L'area d'un esagono regolare essendo di 466 n, -i\,272 ; 
qual è il lato ? Risp. 8 m . 

5. ° La somma dei tre lati d' un triangolo rettangolo es- 
sendo 156"', e la sua superficie eguale a H 0 f 4 l " 1 ; deter- 
minare ognuno di questi lati. Risp. 39 m , 52«», 65"'. 

6. ° / due segmenti del diametro d'un circolo essendo 
nel rapporto di 3 a 5, e le due parti della corda che 
forma questi segmenti essendo 40 e 48; trovare questo 

diametro. Risp. 27 m ,74. 

7. ° V area d'un circolo essendo di 432 m( i-,7326 ; qual 
è il suo raggio ? Risp. 6 m ,5. 

8. ° Trovare l'area d'un circolo , sapendo che le due 
corde condotte da un punto della circonferenza all'estre- 
mità del diametro sono 47 m , e 23 m . Risp. 642'» 4- ,456. 

9. ° Determinare V area d' un settore circolare 3 il cui 
arco è 48g r 20', ed il cui raggio =20"'. Risp. 4 54»><i-,425. 

10. ° I tre lati d' un triangolo essendo 30 m , 24'», e 20'»; 
dividerlo in due parti equivalenti con una linea paral- 
lela al lato maggiore. Risp. la linea di divisione ss 21"' ,24. 

44.° I tre lati d'un triangolo stando come 3:7:8, la 
sua area essendo 340 ro l ; quali sono questi tre lati ? Risp. 
47-M6; 40™ ,04; 45'» ,76. 

42.° Trovare il rapporto dell' area del dodecagono re- 
golare inscritto a quella del quadrato circoscritto. Risp. 
11 dodecagono inscritto è i J del quadrato circoscritto. 
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LIBRO II. 



CAPITOLO PRIMO. 

DELLE PROPRIETÀ' DEI PIANI CHE S* INCONTRANO , E DI QUELLE 
DELLE LINEE RETTE TAGLIATE DA PIANI PARALLELI. 

\\ 9. V intersezione di due piani è una linea retta. 
Infatti una retta che passasse per due punti della sezione 
comune dei due piani, sarebbe alla volta nell'uno e Del- 
l' altro piano ; dunque questa retta è 1' intersezione mede- 
sima di questi piani. 

Per un punto , come pure per una retta , ti possono 
fare passare un' infinita di piani diversi. 

La posizione di tre punti , come quella di due rette 
che si tagliano o che sono parallele , determina la po- 
sizione d J un piano. 

Una retta è detta perpendicolare ad un piano , quando 
è perpendicolare a tutte le rette che passano per il suo 
piede nel piano : reciprocamente il piano è perpendicolare 
alla retta. 

Il piede della perpendicolare è il punto eh' essa ha 
comune col piano. 

Una linea è parallela ad un piano , o due piani sono 
paralleli fra loro, quando la linea non può mai incon- 
trare il piano , o quando i piani non possono incontrarsi 
a qualunque distanza si suppongano prolungati 1' uno e 
V altro. 

\ 20. Una retta è perpendicolare ad un piano , quando 
lo è a due rette che passano per il suo piede e che 
sono situate in questo piano. ( fig. 94 ) 

Sia AP perpendicolare sulle rette BP e CP situate sul 
piano MN. Bisogna provare che ogni retta DP condotta 
nel medesimo piano e per il punto P , è perpendicolare 
ad AP. 

Per il punto D preso ad arbitrio sopra DP , conducete 
BC, in modo che BD=:CD, e conducete le rette AB, AD, 
AC. II triangolo BAC da 

AB* + AC* =z 2AD + 2BD ( n.° 80 ) , 
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il triangolo BCP dà parimente 

BP* -H CP* = 2DP % -h 2ÌD* , 
Sottraendo quesf ultima equazione dalla prima , e ri- 
ducendo per mezzo dei rapporti AB* — BP* = AP* , 

AC* — CP* =r AP* , che respettivamente forniscono i trian- 
goli rettangoli ABP , ^CP, si avrà 

2,£P* = 2 AD* — 2D>* , dunque 7p* -+- JDP* 3= JlD* ; 

dunque il triangolo ADP è rettangolo in P ; dunque ec. 

\2\. Di tutte le rette condotte da un punto ad un pia- 
no , la pià corta è la perpendicolare , e la più lunga è 
quella che maggiormente s' allontana dal piede di questa 
perpendicolare. ( fig. 92 ) 

Sia AP perpendicolare al piano MN , ed AB > AC; i 
punti B e C, essendo situati nel piano MN , se per il 
punto A e nel piano ABP , si tira la retta AD = AC, i 
triangoli rettangoli APD , ^PC saranno eguali. Ora per il 
n.° 24 , 1' obliqua y/fl essendo maggiore di , si ha BP 
maggiore di PD ; ma PD — PC per costruzione, dunque 
Pi? > PC , dunque ec. 

Segue da ciò, che il piede P della perpendicolare AP, 
è il centro d' un circolo che sarebbe descritto sul piano 
MN dal punto A come centro e con un raggio maggiore 
di APx proprietà, che fornisce il mezzo d'abbassare sopra 
un piano una perpendicolare da un punto preso fuori di 
questo piano. 

La vera distanza dal punto A al piano MN è misurata 
dalla perpendicolare AP. 

{22. Se dal piede d'una perpendicolare ad un piano, 
si abbassa una perpendicolare sopra una linea condotta 
sopra questo piano , e che si tiri una retta dal piede di 
questa seconda perpendicolare ad un punto qualunque 
della prima , questa retta sarà perpendicolare alla linea 
condotta nel piano. ( fig. 93 ) 

Sia AP perpendicolare al piano MN, e PD perpendi- 
colare alla linea BC condotta in questo piano ; dico che 
AD sarà perpendicolare a BC. 

Prendete BD = DC , ed unite BP , PC. Con questa co- 
struzione i triangoli BPD , CPD sono eguali ; dunque BP 
= PC. Parimente i triangoli rettangoli APB , APC sono 
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eguali , dunque AB = AC , dunque ( n.° 24 ) la retta AD 
è perpendicolare a BC. 

123. Se una retta è perpendicolare ad un piano , ogni 
linea parallela a questa , sarà perpendicolare al piano 
medesimo. ( fig. 94 ) 

Sia la linea AP perpendicolare al piano MN e CD pa- 
rallela ad AP. Conducete nel senso di queste parallele, un 
piano, la cui intersezione con quello MN sarà B ; in que- 
st' ultimo piano , conducete DE perpendicolare a PD , ed 
unite AD. 

lo virtù del teorema precedente DB è perpendicolare 
ad AD, e per costruzione questa retta è pure perpendi- 
colare a PD; dunque DE è perpendicolare al pianole, 
e per conseguenza alla retta CD. Ma la retta CD paral- 
lela ad AP , è perpendicolare a PD ; dunque questa retta 
e perpendicolare al piano MN, 

Da ciò ne segue, 1.° che se due, o in generale diverse 
linee situate in diversi piani, sono perpendicolari ad un 
piano, queste linee sono parallele fra loro; 2.° che se due 
rette A , B sono ciascheduna parallela ad una terza C , 
queste rette A e B sono pure V una all' altra parallele. 

124. Ogni retta parallela ad una linea condotta in un 
piano , è parallela a questo piano. ( fig. 95 ) 

La retta AB , che è parallela alla linea CD condotta nel 
piano MN, non potrehhe incontrare questo piano senza 
tagliare la retta CD , ciò che è impossibile ; AB dunque è 
parallela al piano MN. 

125. Due piani perpendicolari ad una medesima retta 
sono paralleli fra loro; reciprocamente se una linea è 
perpendicolare ad uno dei piani paralleli , sarà, anche 
perpendicolare all' altro piano. ( fig. 96 ) 

Supponghiamo che i piani MN, PQ perpendicolari 
T uno e T altro alla retta AB , possano incontrarsi secondo 
CD. Prendiamo un punto 0 su questa sezione comune , e 
conduchiamo le lince AO , BO ; la prima AO sarà tutta 
intiera nel piano MN , poiché A è il piede della perpen- 
dicolare AB ; dunque r angolo A è retto. Per la stessa 
ragione BO è situata nel piano PQ, dunque Y ansolo B e 
retto. Da ciò ne segue che AO e BO sarebbero due per- 
pendicolari abbassate da un medesimo punto sopra una 
retta, ciò che è impossibile; i piani dunque MN , PQ 
non possono incontrarsi ; questi piani dunque sono paralleli. 
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1 26. Le intersezioni di due piani paralleli con un terzo 
piano , sono parallele. ( fig. 97 ) 

Supponghiamo che le rette AB , CD siano le intersezioni 
respettive del piano ABDC eoi piani paralleli MN , PQ. 
Se queste rette non fossero parallele, è evidente ch'elleno 
s' incontrerebbero , poiché sono in un medesimo piano : 
ma allora i piani MN , PQ nei quali respettivamente si 
trovano, s'incontrerebbero pure, ciò che è contro la sup- 
posizione ; dunque le rette AB , CD sono parallele. 

127. Le parallele comprese fra due piani paralleli 
sono eguali. ( fig. 98 ) 

Se per le rette parallele AB , CD si concepisce che si 
sia condotto il piano ABDC , le intersezioni AC , BD di 
questo piano coi piani paralleli MN , PQ saranno parallele 
Ira loro , ed allora la figura ABDC sarà un parallelogram- 
mo : dunque AB = CD. 

128. Se due angoli non situati in un medesimo piano, 
/tanno i lati paralleli e diretti nel medesimo senso, que- 
sti angoli saranno eguali , ed i loro piani saranno pa- 
ralleli. ( fig. 99) 

Siano i lati AC, CB dell'angolo C respettivamente pa- 
ralleli ai lati A'C'y C'B' dell'angolo C'; e siano presi AC 
=zA'C', CB=:CB'. 

Secondo il (n.° 31) , la figura CAA'C è un parallelo- 
grammo , e per conseguenza A A' è eguale e parallela a 
CC'} l'istesso e di BBl e di CC ; dunque A A' è pure eguale 
e parallela a BB' ( n.° 123). Così i triangoli ACB , A C'B' 
avendo i tre lati respettivamente eguali si ha C=C; ed 
è evidente che questi triangoli , oppure i piani MN , PQ 
che respettivamente gli racchiudono, sono paralleli. 

129. Due rette comprese fra due piani paralleli , sono 
tagliate in parti proporzionali da un terzo piano con- 
dotto parallelamente agli altri due. (fig. 100) 

Le rette AB , CD essendo quelle che si considerano, se 
per ABC si conduce un piano, le sue intersezioni coi piani 
paralleli MN , RS saranno AC,xy; se parimente per BCD 
si conduce un piano, taglierà PQ ed RS secondo BD ed 
yz. Ora nel triangolo ABC si ha, 

* Ax : Bx :: cy : sty -, 

e nel triangolo BCD si ha , 



cy : By :: c z : Dz -, 
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dunque a causa del rapporto comune, 

Ax : xB :: c% : dz ; 

dunque ec. 



CAPITOLO II. 

DEGLI ANGOLI POLIEDRI. 

4 30. Si chiama angolo driedro , cioè angolo a due iacee, 
l' inclinazione di due piani. ( fig. 404 ) 

434. V angolo - driedro è misurato dall' angolo che 
formano fra loro due rette condotte in ognuna delle sue 
facce perpendicolarmente alla loro intersezione , e per 
un medesimo punto di questa linea. 

Se dunque Gif condotta nel piano AC è perpendicolare 
ad AB, e che GK condotta nel piano A E sia pure per- 
pendicolare ad AB, l'angolo HGK misurerà Y inclinazio- 
ne di questi due piani. 

432. Due piani che si traversano vicendevolmente, pre- 
sentano le medesime proprietà di due linee che si ta- 
gliano ( n.° 44 ). 

Parimente quando due piani paralleli sono tagliati da 
un terzo piano, esistono le medesime proprietà che quan- 
do due rette parallele sono tagliate da una terza retta 
( n.° 29 ). 

4 33. Se una retta è perpendicolare ad un piano, ogni 
piano che passerà ner questa retta sarà perpendicolare 
all' altro piano. ( ng. 402) 

Per la retta AP, perpendicolare al piano MN , condu- 
ciamo ad arbitrio il piano AB, e per il piede P di que- 
sta perpendicolare, inalziamo alla sezione comune PB dei 
due piani una perpendicolare BD nel piano MN , la quale 
sarà nel medesimo tempo perpendicolare ad AP (n.° 420) ; 
ma l'angolo APD misura i inclinazione dei due piani 
MN , PC ( n.° 431 ); dunque poiché quest'angolo è ret- 
to, i due piani sono perpendicolari fra loro. 

Concludiamo da ciò che se due piani sono perpendi- 
colari ad un terzo piano , la sezione comune dei primi 
due è perpendicolare al terzo. 

4 34. Si chiama angolo solido , o angolo poliedro , lo 
spazio indefinito compreso fra diversi piani che si riuni- 
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scono al medesimo punto. Il più semplice di tutti gli 
angoli poliedri è quello formato da tre piani; ci sono 
dunque nell' angolo triedro sei cose da considerare , cioè 
tre angoli piani , e tre angoli driedri. 

135. La somma di due qualunque degli angoli piani 
che compongono un angolo triedro , è sempre maggiore 
del terzo. ( fig. -103 ) 

Sia 1' angolo triedro S composto degli angoli piani ASB, 
ASC, CSB. Se nel primo angolo ASB si conduce SD , in 
modo die l'angolo DSB=zCSB; poscia se si prende SDzr^SC, 
e che per i due punti C e D, si conduca ad arbitrio il 
piano ABC, i triangoli DSB , CSB saranno eguali , avendo 
un angolo eguale compreso fra due lati respcttivamente 
eguali. Dunque DB = CB ; ma AC -|- CB > AD + DB , o ciò 
che torna lo stesso, AC> AD. Cosi i due triangoli ASD, 
ASC hanno un angolo disuguale compreso fra lati respct- 
tivamente eguali; dunque ( n.° 21 ) , ASD^ASC ; aggiun- 
gendo da una parte l'angolo DSB, e dall'altra il suo 
eguale CSB, avremo ASD+DSB, ossia ASB<ASC-\-CSB; 
dunque ec. 

\ 36. La somma degli angoli piani che compongono un 
angolo poliedro convesso , ossia a costole saglienti , è 
sempre minóre di 4 angoli retti. ( fig. \ 04 ) 

Tagliate l'angolo poliedro ..V con un piano qualunque 
ABCDE , e dal punto 0 preso in questo piano , conducete 
le rette AO , BO,.... La somma degli angoli dei triangoli 
ASB, BSC,.... che hanno in S il vertice comune, equi- 
valgono alla somma degli angoli d' un simil numero di 
triangoli AOB, BOC , formati attorno al vertice 0. Ora 
al punto A , i due angoli SAB, SAE presi insieme, sono 
maggiori del terzo angolo BAE ; parimente al punto B , 
si ha SBA~\-SBC^>ABC, e cosi di seguito; per conseguen- 
za la somma degli angoli alla base dei triangoli SAB , 
SAE,.... è maggiore della somma degli angoli alla base 
dei triangoli il cui vertice è in 0 ; dunque per compen- 
so, la somma degli angoli attorno al punto S è minore 
della somma degli angoli , i quali intorno al punto 0 
equivalgono a quattro angoli retti. 

Ì31. Se due angoli triedri sono formati da tre angoli 
piani respettivamente eguali e disposti nel medesimo 
modo , questi angoli saranno eguali e da soprapporsi. 
(fig. 105) 

Sieno S, S' i due angoli triedri. Dal punto A preso ad 
arbitrio sul lato SA , conducete AB ed AC perpendicolari 
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ad SB ed SC. Dal medesimo punto 7, abbassate sul pia- 
no BSC la perpendicolare AP ; unite il piede P di questa 
perpendicolare coi punti B e C. Prendete finalmente S'A* 
= »>//, e fate la medesima costruzione per l'angolo S'. 

I triangoli SBA, S'B'A', l'uno rettangolo in 8, l'altro 
in B ' sono eguali: 1' istesso succede dei triangoli ASC, 
A'S'C ■ dunque SB^z&B' , SC=S'C, AB—A % B' ed AC=A'C. 
Di più in virtù del n.° 122 gli angoli SBP, S'B'P' sono 
retti. 

Ciò posto, il quadrilatero SBPC è eguale al quadrila- 
tero S'B'P 1 C, ed in fatti il primo può essere applicato 
esattamente sull'altro; dunque BP = B'P' e PCzzzP'C. Da 
ciò ne segue che i triangoli ABP, A'B'P' rettangoli ¥ uno 
in P c V altro in P\ sono eguali ; dunque angolo ABP=z 
angolo A'B'P'; ma 1' angolo ABP misura Y inclinazione dei 
due piani BSA , BSC ; parimente ¥ angolo A'B'P' misura 
F inclinazione dei due piani B'S'A , B'S'C ; dunque queste 
due inclinazioni sono eguali ; dunque i due angoli triedri 
S 7 S' possono sopra pporsi. 

138. Gli angoli piani ebe compongono gli angoli trie- 
dri S, S 1 potrebbero essere disposti in un ordine inverso, 
e si dimostrerebbe pure che questi sono eguali in tutte le 
loro parti ; ma questi angoli allora non potrebbero punto 
soprapporsi, ed in tal caso si chiamano angoli simmetrici. 
( Vedi la Geom. di Legendre. ) 



CAPITOLO III. 

DEI POLIEDRI O DEI CORPI TERMINATI DA DEI PIANI , E DI 
QUALCUNA DELLE LORO PROPRIETÀ'. 

139. Uno spazio racchiuso in ogni senso da diversi pia- 
ni , chiamasi solido , o più esattamente poliedro, (fig. 106) 

Ci bisognano quattro piani almeno per terminare uno 
spazio da tutte le parti. In questo caso , questo spazio si 
chiama tetraedro : tale è il corpo rappresentato dalla fi- 
gura SABC. (fig. U)6 ) 

L'intersezione delle due facce adiacenti d'un poliedro, 
chiamasi lato , spigolo o costola del poliedro. Cosi SB è 
una costola del tetraedro SABC. 

Ogni corpo di cui una delle facce è un poligono, e di 
cui tutte le altre tacce sono triangoli che hanno il loro 
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vertice sul medesimo punto, chiamasi piramide. Il tetrae- 
dro è dunque una piramide. 

I poliedri prendono diversi nomi riguardo al numero e 
alla disposizione delle loro fàcce. Si chiama ( fig. 407) 
prisma per esempio , un corpo compreso sotto due facce 
opposte eguali e parallele, e di cui tutte le altre l'acce 
sono dei parallelogrammi. Tal è la figura 407. 

Nel prisma i due poligoni opposti eguali ABCDE , 
A'B'C'D'E' ne sono chiamati le hasi. Il poligono su cui è 
supposta situata una piramide se ne chiama pure la base. 

La piramide ed il prisma si dicono triangolari , qua- 
drangolari , ec. secondo che la loro base è un triangolo, 
un quadrilatero, ec. 

L' altezza d' un prisma è la perpendicolare abbassata da 
un punto d'una delle sue basi sull'altra base. 

L altezza d' una piramide è la perpendicolare abbassata 
dal vertice di questo corpo sul piano della sua base. 

Si chiama parallelepipedo un prisma che ha per base 
un parallelogrammo. 

( ng. i 08 ) Un parallelepipedo è rettangolo quando tutte 
le sue facce sono dei rettangoli. 

(fig. i 09 ) Il cubo o V esaedro regolare è il parallele- 
pipedo le cui facce sono tutte dei quadrati. 

La diagonale d' un poliedro qualunque è la retta che 
unisce i vertici di due angoli poliedri non adiacenti. 

\ 40. Le facce opposte d'un parallelepipedo sono eguali, 
e le diagonali condotte dai vertici degli angoli triedri 
si tagliano scambievolmente in due parti eguali, (fig. 110 ) 

Poiché secondo la definizione di questo solido le basi 
opposte ABCD, EFGH sono dei parallelogrammi uguali, 
e che i loro lati corrispondenti sono paralleli, ne segue 
che le costole AE, BF, CG, DH sono eguali e parallclu 
fra loro ; dunque le facce opposte AF , DG ed AH, BG 
sono pure eguali e parallele. 

Se si conducono adesso due diagonali qualunque AG , 
DF , egli è evidente che saranno quelle del parallelo- 
grammo ADGF; ora queste diagonali si tagliano vicende- 
volmente in due parti eguali al punto 0, poiché i due 
triangoli AOD , FOG sono eguali, avendo un lato eguale 
adiacente a due angoli respetti vamente eguali ; dunque ec. 

L da rimarcarsi che gli angoli triedri F, D opposti, 
sono simmetrici l'uno all'altro, e che i due prismi trian- 
golari ABCEFG , ADCEHG , di cui è composto 1' intiero 
prisma, sono equivalenti, quantunque le facce dell'uno 
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siano disposte in un ordine inverso delle facce dell' altro. 
Quelli che desiderassero le dimostrazioni rigorose di que- 
ste due proposizioni , le troveranno nella geometria di 
Lcgendre , o in quella di Lacroix. 

Condizioni d'eguaglianza dei Tetraedri e dei Prismi > 
e natura delle sezioni fatte in questi corpi, 

441. Se gli angoli triedri omologhi delle piramidi 
triangolari sono composti di triangoli eguali e simil- 
mente disposti , queste piramidi sono eguali. 

Le piramidi triangolari sono pure eguali, se hanno 
un angolo driedro eguale compreso fra due facce respet- 
ti vamente eguali ed unite nella stessa guisa* 

Due prismi sono eguali, quando hanno un angolo 
triedro compreso fra tre piani re spettiv amente eguali, e 
congiunti nella medesima maniera. 

Queste tre proposizioni facilmente si provano colla so- 
prapposizione. 

•142. Se si taglia un prisma con un piano parallelo 
alla base , la sezione risultante sarà eguale alla base. 
(fig. 107) 

Essendo il piano della sezione abede parallelo alla base 
ABCDE , le parallele Aa , Bb ,. . . . sono comprese fra 
piani paralleli, e per conseguenza eguali. Cosi tutte le 
ligure AEea, ABba,. . . sono dei parallelogrammi. Di più 
gli angoli bae , BAE sono eguali, avendo i lati paralleli 
c diretti nel medesimo senso: l' istesso accade degli an- 
goli aed , AED . . . dunque il poligono abede è eguale 
alla hase ABCDE. 

443. Se si taglia una piramide qualunque con un pia- 
no parallelo alla sua base, i suoi lati e la sua altezza 
saranno divisi proporzionatamente , e la sezione sarà un 
poligono simile alla base. ( fig. 414) 

Sia abcd la sezione fatta nella piramide SABCD. Le 
rette AB , ab , AD , ad . . . sono parallele ( n.° 4 26 ) ; cosi 
li angoli BAD , bad. ..sono eguali, ed il poligono abcd 
equiangolo al poligono ABCD. Di più per il n.° 46 
SA : Sa :: AD : ad :: AB : ab Ice. Dunque i lati del 

Iioligono abcd sono proporzionali ai lati omologhi del p<>- 
igono ABCD; dunque questi due poligoni sono simili 
(n.° 57 ). 
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CAPITOLO IV. 

MISURA DEI VOLUMI DEI PRISMI E DBLLE PIRAMIDI. 

444. Lo spazio occupato da nn corpo, chiamasi la sua 
solidità o per meglio dire , il suo volume. Quando si 
considera un vaso o corpo vuoto, se ne indica il suo vo- 
lume colla parola capacità. 

I corpi sono o eguali o equivalenti in volume, secondo 
che sono o non sono soprapponibili , e eli' essi occupano 
degli spazii eguali. 

445. Due parallepipedi della medesima base e della 
medesima altezza sono equivalenti fra loro. (fig. 4 \ 2 e 44 3) 

Possono accadere due casi realmente distinti; o le basi 
superiori situate in un medesimo piano sono comprese 
fra T istessc parallele , o non ci sono comprese. 

I. Caso. Sia ABCD la base comune dei due parallele- 

Sipedi AG, AL, che hanno la medesima altezza. Le loro 
asi superiori EFGH , IKLM , essendo comprese fra le 
parallele EM , FL, facilmente si vede che i due prismi 
AEIBFK, DHMCGL sono eguali n.° 444. Ma il primo paral- 
lelepipedo AG è equivalente al corpo intero ABCDEFLM 
meno il prisma triangolare DHML ; parimente il secon- 
do parallelepipedo AL è equivalente al corpo intero 
ABCDEFLM meno il prisma JEIK , dunque questi due 
parallepipedi sono equivalenti. 

II. Caso. Se i due parallelepipedi che si considerano, 
hanno per basi superiori NOPQ, IKLM situate in un me- 
desimo piano, e per base inferiore comune ABCD, questi 
due parallelepipedi saranno ancora equivalenti , poiché 
considerando che il parallelepipedo AG ha la sua base 
superiore EFGH, compresa alla volta fra le parallele che 
racchiudono le basi JVOPQ, IKLM, questo parallepipedo 
sarà nel medesimo tempo equivalente al parallelepipedo 
AP ed al parallelepipedo AL; dunque i due parallele- 
pipedi AP i AL inclinati in senso diverso, ed avendo 
T istessa base e l' istess' altezza , sono equivalenti. 

Da ciò risulta che ogni parallelepipedo può essere 
cangiato in un parallelepipedo rettangolo equivalente 
avendo la medesima altezza ed una base equivalente. 

446. Due parallelepipedi rettangoli che hanno la me- 
desima base stanno Jra loro come le loro altezze, (fig. HA) 
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I due parallelepipedi rettangoli AG, AL hanno la me- 
desima base AC. Supponghiamo prima che le loro altezze 
AE , AF siano commensurabili , e stiano per esempio co- 
me 49 a 7. Se si divide AE in 49 parti eguali. Al ne 
comprenderà 7, e se per tutti i punti di divisione di AE 
si conducono dei piani paralleli ad ABCD, il parallele- 
pipedo AG sarà evidentemente composto di 49 volumi 
parziali che avranno Y istess' altezza e l' istessa base, ed il 
parallelepipedo AL sarà parimente composto di 7 di 
questi volumi parziali : dunque questi due parallelepipedi 
stanno fra loro H 49 l 7. Dunque ec. 

Quando le altezze A E ed AI sono incommensurabili, i 
volumi dei due corpi AG ed AL non sono niente meno 
nel rapporto di ci uest' altezze ; e per dimostrarlo, si può 
impiegare il modo di dimostrazione del ( n.° 38 ). 

-147. Due parallelepipedi rettangoli che hanno la me- 
desima altezza stanno fra loro come le basi. ( fig. 4 45 ) 

Per dimostrare questa proposizione , supponghiamo che 
i parallelepipedi AG , IO, che hanno l' istessa altezza 4E, 
abb iano le loro facce BG , CO adiacenti e comprese fra 
le medesime parallele BL , FO. Prolungando respettiva- 
mente le rette MN , IK fino in P ed in H, si formerà 
un nuovo parallelepipedo RG , che avrà la medesima base 
del parallelepipedo AG e del parallelepipedo IO. Ora se- 
condo il teorema precedente, 

voi. rg : voi. ag :: ic : ab, 
voi. io : voi. rg :: ik : cb. 

Moltiplicando queste due proporzioni per ordine , ed 
omettendo il fattore comune voi. RG, avremo 

voi. IO : voi. AG II IC X IK 2 AB X BC; 

ma IC X IK = area ICLK, ed AB X BC =z area ABCD ; 
dunque due parallelepipedi della medesima altezza, stanno 
fra loro come le loro basi. 

-148. Due parallelepipedi rettangoli qualunque, stanno 
fra loro come i prodotti delle loro basi per le loro al- 
tezze, o come i prodotti delle loro tre dimensioni, (fig. M 6) 

4. a Dimostrazione. Siano i due parallelepipedi rettan- 
goli AG , IO che si considerano. Se si forma il paralle- 
lepipedo IQ, avremo per gli ultimi due teoremi, 

voi. ag : voi. iq :: abcd : iclk, 
e voi. iq : voi. io :: is : m, 



Digitized by Google 



GEOMETRIA. 



133 



dunque moltiplicando per ordine e ridacendo , si ha 

voi. ag : voi. io :: abcd x is : iclk x im 

: : ab x bc x is : ic x cz; x cìv. 

D' onde ne segue e per analogia con quello che abbia- 
mo detto al n.°70,che si può prendere per misura d'un 
parallelepipedo rettangolo, il prodotto della sua base per la 
sua altera, o il prodotto delle sue tre dimensioni. In- 
fatti se si prende per unità di misura lineare una delle 
costole di un cubo , e che le tre costole contigue d' un 
altro parallelepipedo rettangolo siano 3,5,9 volte que- 
st' unità, questi due corpi staranno fra loro. H \ l 435, 
o ciò che torna lo stesso, il cubo preso per unità di 
volume, sarà contenuto 135 volte nel parallelepipedo: 
questo e quello che si deve intendere quando si dice, per 
abbreviare, che il volume d'un parallelepipedo rettan- 
golo è eguale al prodotto delle sue tre costole contigue > 
o al prodotto della sua base per la sua altezza. Cosi il 
volume d'un esaedro regolare è eguale al cubo d'uno dei 
suoi lati. 

2. a Dimostrazione. Si dimostrerebbe questa proposizione 
immediatamente come segue, nel caso in cui le dimensio- 
ni del parallelepipedo rettangolo fossero commensurabili. 

Suppongbiamo che il lato del cubo preso per unità di 
misura sia contenuto, per esempio, 5 volte nella lunghez- 
za AD , 3 volte nella larghezza AB, ed 8 volte nell' al- 
tezza A E. E evidente che si potrebbero porre 15 cubi in 
tutta T estensione della base ABCD, ed 8 cubi nel senso 
dell'altezza AE: dunque il parallelepipedo rettangolo ne 
conterrà un numero espresso da 4 5 X 8 = 4 20 ; dunque 
in generale il volume d'un parallelepipedo rettangolo è 
eguale al prodotto della sua base per la sua altezza. 

Se ne deduce la conseguenza, che il volume d'un pa- 
rallelepipedo qualunque., ed in generale d'un prisma è 
eguale al prodotto della sua base per la sua altezza. 

449. Due tetraedri di basi equivalenti , e della mede- 
sima altezza sono equivalenti. ( fig. 4 1 ) 

i,* Dimostrazione. Siano nel tetraedro SABC un certo 
numero di prismi eccedenti ABCDEF , ec... , e di prismi 
deficienti IBKGEH , ec... , avendo tutti la medesima al- 
tezza: ci sia pure il medesimo numero di prismi nel se- 
condo tetraedro. Si dimostrerà facilmente che in ogni te- 
traedro la differenza dei prismi eccedenti sui prismi in- 
terni, che è eguale al primo prisma eccedente ACBDFE, 
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può divenire minore di qualsivoglia quantità data , e per 
conseguenza che la differenza fra un tetraedro e la somma 
dei prismi eccedenti, può essere tanto piccola quanto si 
vorrà. 

Ciò posto sia T il tetraedro S ABC , t il tetraedro sabe. 
Pepi prismi esterni respettivi, e supponghiamo che T 
sia diverso da t. Moltiplicando convenientemente gli strati, 
si renderà 

p — t < T — t , ed allora si avrà p < Z 

ma pz=. P poiché per ipotesi , le basi ABC, abe sono equi- 
valenti, e le altezze SX, jjt, sono eguali ; dunque P < T: 
conseguenza assurda , poiché la somma dei prismi esterni 
è necessariamente maggiore del tetraedro corrispondente. 
Dunque i due tetraedri non possono essere disuguali di 
volume. 

2.» Dimostrazione. Risulta dal teorema del n.° 143 
che se nelle due piramidi che si considerano, si formano 
delle sezioni ad eguali distanze dalle basi, e che gli siano 
parallele , le sezioni corrispondenti saranno equivalenti. 
Se s' immagina dunque un' infinità di sezioni in ognuna 
di queste piramidi , e nell' istesso numero , quelle che ap- 
parterranno ad una piramide costituiranno il suo volume; 
cT onde si deve conchiudcre che queste piramidi sono 
equivalenti. 

150. Un tetraedro é* equivalente al terzo del prisma 
triangolare della medesima base e della medesim 1 altez- 
za, (hg. -H8) 

Sia ACBF il tetraedro di cui si tratta. Terminiamo il 
prisma ABCDEF, e per i punti F, E, conduchiamo 
un piano AFE , che dividerà la piramide quadrangolare 
ADEBF in due piramidi triangolari ADEF, ABEF. 

Le due piramidi ACBF, DFEA, avendo la mede- 
sim' altezza e delle basi uguali ACB , DEF, sono equiva- 
lenti. Parimente le due piramidi DAEF, AEBF sono equi- 
valenti, perchè le loro basi eguali ADE, AEB sono so- 
pra un medesimo piano, e che i loro vertici sono sul 
medesimo punto F: dunque le tre piramidi che compon- 
gono il prisma sono equivalenti fra loro ; il tetraedro 
dunque ACBF è il terzo d'un prisma della medesima 
base e della medesim' altezza. 

Da ciò, e dal n.° 148 ne risulta questa conseguenza, 
che una piramide triangolare, ed in generale che ogni 
piramide ha per misura il terzo del proilotto della sua 
base per la sua altezza. 
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Poiché , per esempio , ( fig. 119), la piramide penta- 
gona S f lì ODE è eguale alla somma di tre tetraedri par- 
ziali SABC, SA CD, SADE. 

45i. Ogni piramide triangolare troncata o tagliata da 
un piano parallelo alla sua base , è equivalente a tre pi' 
ramidij che avrebbero per altezza comune quella del 
tronco , e di cui V una avrebbe per base la base infe- 
riore del tronco , V altra la base superiore , e la terza 
una media proporzionale fra queste due basi. (fig. 120 ) 

Per il punto C , vertice d' uno degli angoli della base 
superiore del tronco, conducete CD parallela alla costola 
AA' ; unite DB, e conducete la retta AB'. 

E manifesto primieramente che la piramide troncata è 
composta di tre piramidi intiere ACBC , A'CB'A, ed 
AB'ÈC; la prima avendo per base il triangolo ABC, la. 
seconda il triangolo A'B'C, ed avendo ambedue per al- 
tezza quella del tronco. In quanto alla terza A BBC', essa 
ha per base il triangolo AB'B, ed il suo vertice è in C'j 
così essa è equivalente ad un'altra piramide che avrebbe la 
medesima base, ed il cui vertice sarebbe in D, a causa che 
CD è parallela ad A A'. Ma quest'ultima piramide po- 
tendo essere considerata , come avendo per nase il trian- 
golo ABD , e per vertice il punto B' , avrà pure la me- 
desima altezza del tronco. Resta dunque a far vedere che 
il triangolo ABD è medio proporzionale fra ABC ed A'B'C. 

Ora i triangoli ABD, ABC che hanno la medesirn' al- 
tezza, stanno fra loro come le loro basi AD, AC ; si ha 
dunque. 

~abd* : abc* :: ad* : le* : 

da un altro canto i triangoli simili ABC, A'B'C danno 

A'B'C l ABC :: 1C'* ossia AD* : AC* ; 
a causa dunque del rapporto comune , 

abd* : abc* :: a'b'c : abc-, 

dunque finalmente, 

ABD* = ABC X A'B'C ossia A'B'C : ABD \\ABD\ABC 

risultaraento che compisce di dimostrare la proposizione 
enunciata. 

Questa proprietà della piramide triangolare troncata , 
ha luogo egualmente per ogni piramide troncata a basi 
paratie le. 
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Ì52. Se si taglia un prisma triangolare con un piano 
inclinato alla base , il corpo rimanente sarà equivalente 
alla somma di tre piramidi che avrebbero la medesi- 
ma base del prisma, ed i cui vertici sarebbero quelli 
degli angoli della sezione. ( fig. \2\ ) 

Sia DEF non parallelo ad ABC. Se si conducano i pia- 
ni AFB, AFE, il prisma triangolare sarà evidentemente 
decomposto in tre piramidi. La prima ha per base ABC, 
e per vertice il punto F; la seconda piramide AEBF che 
ha per base A E lì , e per vertice F, è equivalente alla pi- 
ramide AEBC , il cui vertice è in C ; questa però può 
avere per base ABC, e per vertice E. La terza piramide 
ADFE può essere prima cangiata in ADFB, quindi que- 
st' ultima può esserlo in ADBC : ma la piramide ADBC 
ha se si vuole , per base ACB , e per vertice D ; dunque 
il prisma troncato ACBDFE si decompone come lo porta 
1' enunciato del teorema. 

Se le costole AD, CF, BE fossero perpendicolari alla 

base ABC, l'espressione del volume del prisma sarebbe 

( AD CF BE ) , 
per conseguenza == ABC ; d onde ne 

segue che ogni prisma triangolare ha per misura il pro- 
dotto della sezione perpendicolare alle tre costole paral- 
lele , per il terzo della somma di quest' istesse costole. 



CAPITOLO V. 

DELLA SIMILITUDINE DEI POLIEDRI . 

153. Due corpi qualunque terminati da dei piani, sono 
detti simili , qn.tndr, sono compresi sotto un numero eguale 
di piani simili , e che hanno gli angoli poliedri respetti- 
vamente eguali. 

Da questa definizione risulta, che le costole omologhe 
di due poliedri simili sono proporzionali , e che le loro 
facce omologhe stanno fra loro come i quadrati dei lati 
omologhi; ne segue inoltre che questi poliedri possono 
essere decomposti in un medesimo numero di piramidi 
triangolari respettivamente simili, e disposte nel mede- 
simo senso. 
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Queste conseguenze sono rigorosamente dimostrate nella 
geometria di Legendre ed in quella di Lacroix. I limiti 
di questo compendio non ci permettono d'entrare in par- 
ticolarità su questo punto. 

454. Due piramidi simili stanno fra loro come i cubi 
delle loro costole o linee omologhe. ( fig. 422 ) 

Poiché nei poliedri simili , le facce omologhe stanno fra 
loro come i quadrati dei lati omologhi , si ha supponendo 
che SP ed S' P' siano respettivamente le altezze delle pi- 
ramidi SABC, S'J'B'C. 

abc : ab e :: sp* : IT'* ; 

moltiplicando questa proporzione per la seguente , che è 
identica , 



SP SP' 

-,-r-T- :: sp : sp', 



si ottiene 



SP S'P' * -r 

JBc x T : a'B'c x — :: sp* : s'P' ; 

SP 

ma ABC X - è la misura del volume della piramide 
SABC, ed A'B'C X è parimente la misura del vo- 

lume della piramide S' J'B'C; dunque queste due pira- 
midi simili stanno fra loro come i cubi delle loro altezze, 
o in generale come i cubi dei loro lati omologhi. 

Si può da ciò provare, procedendo come al n.° 82, che 
due poliedri simili stanno pure come i cubi dei lati 
omologhi. 



CAPITOLO VI. 

DEI CORPI TOHDI E DELLE LORO PRINCIPALI PROPRIETÀ*. 

4 55. I corpi tondi sono prodotti dalla rivoluzione d' una 
superficie piana , che &' immagina girare attorno ad una 
linea retta. I tre corpi tondi dei quali specialmente ci 
occupiamo in Geometria, sono il cilindro retto, il cono 
retto, e la sfera. 

Dn cilindro retto , (fig. 4 23 ), è un corpo generato da 
un rettangolo , che gira attorno ad uno dei suoi lati , che 



438 



CORSO DI M ATT EMATICHE. 



chiamasi V asse. In questo movimento , i lati perpendico- 
lari air asse descrivono dei circoli eguali , che chiamansi 
le basi del cilindro, cosi il cilindro AB\ ha per basi i 
circoli AC, A'C, e per asse la retta CC. 

In generale , una retta , che è obbligata a girare at- 
torno ad una curva qualunque , ed a restare costantemente 
parallela alla sua posizione primitiva, genera una super- 
fìcie cilindrica. Se la curva che dirige il movimento di 
questa retta , che chiamasi generatrice è un circolo , e 
che questa generatrice sia obliqua al piano di questo cir- 
colo , il cilindro sarà obliquo. 

Nel cilindro a basi circolari parallele, è evidente che 
tutte le sezioni parallele a queste basi sono circoli eguali 
ognuno ad una di queste basi. Non è meno evidente che 
ogni sezione per V asse è un parallelogrammo. 

456. Si chiama cono retto ( fig. 124) il corpo generato 
dalla rivoluzione d' un triangolo rettangolo che gira at- 
torno ad uno dei lati dell' angolo retto ; lato che per 
questa ragione , dicesi /' asse. Cosi SA è 1' asse del cono 
retto SABDC. La linea BS che genera la superfìcie curva 
di questo cono, è denominata la generatrice. 

La base di questo corpo è il circolo BDC descritto dal 
lato AB del triangolo generatore SAB , ed il suo vertice 
è il punto S. 

(fig. 425) In generale una retta che è assoggettata a 
passare per il medesimo punto , ed a percorrere una curva 
oualunque, genera una superfìcie conica. Se la curva che 
dirige il movimento della generatrice è un circolo , e che 
1' asse non sia perpendicolare al piano di questa curva , 
il cono prende il nome di cono obi \iquo a base circolare. 

Segue dalla generazione del cono; 4.° che ogni sezione 
parallela alla base è un circolo; 2.° che ogni sezione fatta 
per T asse è un triangolo. 

Siccome i circoli sono figure simili ( n.° 83 ) , e che i 
raggi delle sezioni di cui si tratta sono proporzionali alle 
distanze dai loro centri al vertice del cono , ne segue che 
le aree di queste sezioni circolari stanno fra loro come i 
quadrati di queste distanze ; dunque , 

circolo AB : circolo ab II SA* ; Sa*. 

Si ottengono dalle sezioni diverse curve , secondo la po- 
sizione del piano segante riguardo al lato SB del cono. 
La discussione di queste curve è a propriamente parlare 
di competenza dell' applicazione dell' Algebra alla Geo- 
metria. 
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157. La sfera è un corpo terminato da una superficie 
curva , della quale tutti i punti sono egualmente lontani 
da un punto interno che si chiama centro, 

( fig. \ 26 ) Si può concepire essere la sfera prodotta 
dalla rivoluzione d' un mezzo circolo che gira attorno al 
suo diametro. Così ogni sezione della sfera fatta da un 
piano che passi per il centro , è un circolo eguale al cir- 
colo generatore. Tal è il circolo ADB , il cui centro C è 
nel medesimo tempo quello della sfera. Questo circolo 
chiamasi anche circolo massimo della sfera. 

In generale ogni piano che penetra la sfera , taglia la 
sua superficie secondo una circonferenza di circolo: si chia- 
ma circolo minimo o minore, quello il cui piano non passa 
per il centro: MNEN'M\ per esempio è un circolo minore. 

Il polo ò! un circolo della sfera , è un punto della su- 
perficie egualmente lontano da tutti i punti della circo- 
ferenza di questo circolo. E visibile che un circolo massimo 
o minimo ha due poli situati sulla retta perpendicolare a 
questo circolo e cne passa per il centro. Cosi il punto P 
è tanto il polo del circolo massimo ADB che del circolo 
minimo MNE. 

Due circoli massimi della sfera si tagliano necessaria- 
mente in due parti eguali , poiché la loro intersezione 
passando per il centro è un diametro. 

Due punti presi sulla sfera, che non sono diametralmente 
opposti, determinano la posizione d'un circolo massimo: 
poiché questi due punti ed il centro della sfera determi- 
nano la posizione a un piano. 

(fig. -127) La porzione CAEBC della superficie della 
sfera , compresa fra due mezzi circoli massimi che si ta- 
gliano , dicesi fuso sferico ; e la parte del volume della 
sfera compresa fra i piani EAC, EBC dei due semigran- 
circoli , chiamasi unghia sferica. 

Tre circoli che si tagliano due a due sulla sfera , for- 
mano un triangolo sferico. I lati d' un tal triangolo pos- 
sono essere formati da archi di circoli massimi o di circoli 
minimi ; ma comunemente non si considerano che i trian- 
goli sferici i cui lati sono degli archi di circoli massimi, 
minori d' una mezza circonferenza. Da ciò ne segue e dal 
teorema del n.° 135, che la somma dei due lati d'un 
triangolo sferico, è sempre maggiore del terzo. 

In latti gli archi AB, BC, AC misurano gli angoli piani 
AOB , COB , AOC che compongono V angolo triedro 0 , 
il cui vertice è al centro della sfera , e due di questi an- 
goli presi insieme sono maggiori del terzo. 
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Una zona è una parte di superficie della sfera , com- 
presa fra due piani paralleli cbe ne sono le basi. Se uno 
di questi piani è tangente alla sfera , la zona non ha che 
una base , e dicesi anche callotta sferica, 

il segmento sferico è la porzione del volume della sfera, 
compresa fra due piani paralleli che ne sono le basi. 

L' asse o l' altezza d' una zona o < V un segmento, è la 
distanza dei due circoli paralleli, che sono le basi della 
zona , o del segmento. 

Un settore sferico è un corpo generato dalla rivoluzione 
d'un settore circolare, che gira attorno ad uno dei suoi 

To' piano è tangente alla sfera, quando non ha che un 
solo punto di comune colla sua superfìcie. ( fig. 429) 

Un poliedro è detto circoscritto alla sfera, quando le 
sue facce sono tangenti a questa sfera. 

458. // pià corto cammino da un punto ad un altro 
sulla sfera, è l'arco di circolo massimo che unisce que- 
sti due punti. ( fig. 4 28 ) 

Sia AMB V arco del circolo massimo che unisce i punti 
/ e B; e sia se è possibile, V un punto della linea la 
più corta fra A e B. Per il punto N, conducete gli ar- 
chi dei circoli massimi NA , NB,e prendete AMzzzAN. 
Secondo il (n.° precedente), si haAM-\- MB <^AN-\- NB, 
o riclucendo MB < NB. Ora la più corta distanza da A 
ad N , di qualunque natura essa sia, è eguale alla più 
corta distanza da A in M; dunque le due strade per 
AMB e per ANB hanno una parte eguale , ma la strada 
per ANB è per ipotesi la più corta; dunque la distanza 
da N in B è più piccola di quella d' M in B, ciò che è 
assurdo, poiché 1 arco NB è maggiore dell'arco MB ; 
dunque verun punto della linea la più corta fra A e B 
tracciata sulla sfera, non può essere fuori dell'arco del 
circolo massimo AMB; dunque finalmente quest'arco è lui 
stesso la più corta distanza fra le sue estremità. 

(fig. 429) L'angolo che fanno fra loro due archi di 
circoli massimi , è eguale all'angolo formato dalle tangenti 
di quest' archi al medesimo punto ; per esempio L* angolo 
TPT' formato dalle rette TP, T P perpendicolari alla se- 
zione comune dei circoli PAF, PA'F e condotte da 
ognuno di essi, è l'angolo stesso di questi circoli. Quest* an- 
golo sferico ha pure per misura l'arco A A, descritto dal 
punto P come polo, fra i due lati AP , A'P prolungati 
se fa d'uopo, e con un raggio eguale al lato del qua- 
drato inscritto. 
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i59. Ogni piano perpendicolare all'estremità del rag- 
gio è tangente alla sfera. 

Se il piano TP T' è perpendicolare all'estremità del 
raggio CP, ogni punto T preso su questo piano , sarà evi- 
dentemente fuori della sfera, poiché CT> CP ; dunque 
il piano TPT' non ha che un solo punto di comune 
colla superfìcie della sfera: è dunque tangente a que- 
sta superfìcie. Da ciò risulta che quando due sfere si 
toccano, i loro centri ed i punti di contatto sono sopra 
una medesima linea retta. 



CAPITOLO VII. 

MISURA DELL'AREA DEI CORPI TONDI. 

160. Ogni superficie convessa è minore d* un* altra su- 
perficie qualunque che circonderebbe la prima appog- 
giandosi sul medesimo contorno. ( fig. 130) 

S'intende per superficie convessa, quella che non può 
essere traversata «la una retta in più di due punti. Sia 
OABCD quella che si considera : se non è essa la minore di 
tutte quelle chela circondano , ci sia fra queste una super- 
ficie PABCD minore o che sarà al più eguale ad OABCD. 
Per un punto qualunque 0 fate passare un piano MN 
tangente alla superficie OABCD-, questo piano incontrerà 
la superfìcie PABCD , e la parte che ne torrà sarà evi- 
dentemente maggiore del piano terminato alla medesima 
superficie ; dunque la nuova superficie circondante sareb- 
be minore della prima PABCD; ma per ipotesi è questa 
la minore di tutte ; dunque quest' ipotesi non può sussi- 
stere : dunque ec. 

Da questo principio ne derivano le seguenti conseguenze. 

\.° Se una superficie convessa, terminata da due con- 
torni , come lo sono , per esempio , le superficie cilindri- 
che, è circondata da un* altra superficie qualunque ter- 
minata ai medesimi contorni, la superficie circondata sarà 
la minore. 

2. ° Se una superfìcie convessa, la sfera per esempio, 
è circondata da tutte le parti da un' altra superfìcie , la 
superfìcie circondata sarà sempre minore della superficie 
circondante. 

3. ° Si può concepire un poliedro circoscritto alla sfera, 
c la cui superficie, come pure il volume, differiscano 
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tanto poco quanto si vorrà dalla superficie minore e dal 
volume minore di questa sfera. 

161. V area della superfìcie curva d'un cilindro ret- 
to è eguale al prodotto della circonferenza della sua 

base per la sua altezza. ( fig. 131 ) 

Sia CA il raggio della base del cilindro retto , e CB la 
sua altezza. Considerando un prisma circoscritto a questo 
cilindro, si potranno moltiplicare le sue facce laterali, in 
modo che le loro aree prese insieme eccedino l'area della 
superficie curva del cilindro, d' una quantità minore 
d' una grandezza qualunque data. Nella medesima circo- 
stanza il contorno della nasc del prisma differirà dalla 
circonferenza della base del cilindro, d'una quantità che 
sarà minore d'ogni altra assegnabile. Se P dunque indica 
il perimetro del poligono che serve di base al prisma 
circoscritto, e che H sia l'altezza comune del prisma e 
del cilindro, l'area del primo corpo senza comprenderci 
le basi, sarà P X H- Questa quantità variabile avendo alla 
volta per limiti inferiori , C X H ed S ; C essendo la cir- 
conferenza del circolo CA , ed S essendo l'area cercata; 
avremo per il n.° 7:> S zzzC X H- Questa conseguenza si 
verifica di nuovo, considerando che lo sviluppo della su- 
perficie d' un cilindro retto , è rappresentato da un ret- 
tangolo la cui base ed altezza sono respettivamente la 
circonferenza e 1' altezza del cilindro. 

162. L' area della superficie curva d'un cono retto è 
eguale alla metà del suo lato , moltiplicato per la cir- 
conferenza della sua base. 

Concepite come nella dimostrazione precedente, una 
piramide della medesim' altezza del cono , e che gli sia 
circoscritta. L'arca della piramide sarà sempre maggiore 
di quella del cono ; poiché se si soprammette base a base 
la piramide ad una piramide eguale , il cono ad un cono 
eguale , la superficie delle due piramidi circonderà da 
tutte le parti la superficie dei due coni : dunque la pri- 
ma superficie sarà maggiore della seconda ; dunque la 
superficie del cono è minore di quella della piramide 
circoscritta. 

Ciò posto, se // è il lato del cono, o la perpendicolare 
abbassata dal vertice sopra uno dei lati del poligono t ir- 
coscritto alla base, e che P sia il perimetro di questo po- 
ligono, l'aera della piramide circoscritta sarà =— . 
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C x H 

Ma questa quantità variabile ha per limiti inferiori , 

ed S , essendo C la circonferenza della base del cono , 

ed S l'area cercata; dunque (n.° 75), «S=-^ — . 

Lo sviluppo della superficie cuna d' un cono retto, è 
visibilmente rappresentato da un settore circolare il cui 
raggio è eguale al lato del cono, ed il cui arco è egua- 
le alla circonferenza della base di questo corpo. 

463. La misura della superficie convessa d'un tronco 
di cono retto a basi parallele , è eguale alla semisom- 
ma delle circonferenze delle due basi , moltiplicata per 
il lato del tronco. ( fig. 432) 

Sia ABEF il cono troncato ebe si considera. Fate BH 
perpendicolare ad SB ed eguale a circ. CB ; unite SH. 
Per il punto E conducete EK parallela a BH, e per il 
mezzo M di EB , conducete anebe MN parallela a BH. 

Risulta da questa costruzione ebe EK è eguale a circ. 
DE , e che MN = circ QM ; infatti a causa dei triangoli 
simili SDE , SCB , si ha , 

SE : SB II DE l CB II circ. DE l circ. CB. 

DÌ più i triangoli simili SEK, SBH danno 

se : sb :: ek : bh. 

dunque , 

circ. DE l circ. CB H EK l BH. 

Ma BH=, circ. Off, dunque £À'=circ. DE. Si provereb- 
be pure che MNz= circ. QM. 

Ciò posto, siccome V area del triangolo SBH è eguale 
all' area del cono intiero JSB, e che l'area del triangolo 
SEK è eguale a quella del cono SFE , è chiaro che l'a- 
rea del tronco JBEFzz, l'area del trapezio EBHK. L'area 
dunque del tronco , senza comprenderci le basi , 

( circ. CB + circ. DE \ 

- \ 2 ) X BE ' 

Si può anche dire che V area d' un tronco di cono è 
eguale al suo lato, moltiplicato per la circonferenza d'una 
sezione fatta ad egual distanza dalle due basi; poiché MN 
o circ. QM = ^CB + ù^nsy 

164. L'area d'un corpo generato dal movimento d'un 
mezzo poligono regolare inscritto ad un mezzo circolo 
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che gira attorno al diametro , ha per misura il prodotto 
di questo diametro per la circonferenza del circolo il 
cui raggio sarebbe V apotema del poligono. ( fig. 133 ) 

Sia ABCDE... H , il semipoligono regolare inscritto. 
Dai punti B , C , e dal mezzo / di CB, abbassate sul dia- 
metro AH \e perpendicolari BK , CL , IN. Per il punto 
B, conducete BM parallela ad AH, ed unite IO , essendo 
O il centro del poligono. 

I triangoli CBM, NIO, avendo i lati respettivamente 
perpendicolari , sono simili ( n.° 51 ) ; 

cb : io :: bm\ in ossia cb : circ. io :: bm : circ. m } 

e per conseguenza , 

CB X circ. IN ss BM X circ. IO. 

II lato CB, volgendosi attorno al diametro AH, genera 
la superficie curva d' un cono troncato , e questa superfi- 
cie ha per misura CB X circ. IN ( n.° 163 ). Dunque 
essa ha pure per misura BM X circ. IO. 

Da ciò ne segue che la zona del solido di rivoluzione , 
generata da uno dei lati del poligono generatore, ha per 
misura il prodotto dell' altezza di questa zona per la cir- 
conferenza del circolo che avrebbe IO per raggio ; dunque 
V area del volume intiero è eguale al diametro AH mol- 
tiplicato per la circonferenza IO. 

465. V area della sfera ha per misura il prodotto del 
suo diametro , per la circonferenza d* un circolo massi- 
mo. ( fig. 434 ) 

4.» Dimostrazione. Se al circolo massimo della sfera si 
circoscrive un poligono regolare MNPQRS , d' un nume- 
ro pari di lati,, la superficie descritta da questo poligono 
avrà per misura MS X circ. AC ( n.° precedente). Ora 
questa superficie è maggiore di quella della sfera CA ; 
ma la differenza può essere anche resa tanto piccola quan- 
to si vorrà aumentando convenientemente il numero dei 
lati del poligono generatore ( n.° 460). Nel medesimo ca- 
so , la diagonale MS sorpasserà il diametro AB , d' una 
quantità più piccola d' ogni grandezza data ; cosi le tre 
quantità MS X circ. AC, AB X circ. AC, e l'area cercata S, 
sono nelle medesime circostanze delle tre grandezze X X A^ 
B del n.° 75 ; dunque , 

SzzABX circ AC. 



Digitized by Googl 



GEOMETRIA. 



2. a Dimostrazione. Se si suppone la superfìcie della sfera 
divisa in un' infinità di zone a busi parallele, queste zone 
potranno essere considerate , senza rimarchevole errore , 
come quelle d' un solido di rivoluzione , che avrebbe per 
grossezza il diametro della sfora. Sarà dunque permesso il 
sostituire questo solido alla sfera; dunque per il teorema 
precedente, V area della sfera e eguale al prodotto del suo 
diametro per la circonferenza d'uno dei suoi circoli massimi. 

La superficie d'un circolo massimo si misura moltiplican- 
do la sua circonferenza per la metà del raggio , e l'area della 
sfera è eguale al prodotto di quest' istessa circonferenza 
per il diametro; dunque l' area della sfera è quadrupla 
di quella d'uno dei suoi circoli massimi, ossia è eguale a 
4 7r R* = 7r D % , essendo R e D respettivamente il raggio 
ed il diametro della sfera , e tt indicando la mezza circon- 
ferenza d' un circolo il cui raggio è =H. 

Si conchiude da ciò e con un metodo analogo a quello 
del n.° 76 ; 4.° che l'area d' una zona ad una o due basi, 
è egu ile al prodotto della sua altezza per la circonferenza 
d'un circolo massimo della sfera a cui questa zona appartiene; 
2.° clic la superfìcie del fuso è eguale all'arco che misura 
l'angolo di questo fuso, moltiplicato per il diametro , poi- 
ché il fuso sta alla superficie della sfera , come Y arco di 
questo fuso sta alla circonferenza intiera. 



CAPITOLO \ III. 
misuri del Volume dei corpi tondi. 

i 66. // volume d' un cilindro retto o obliquo è eguale 
al prodotto della sua base per la sua altezza. ( fig. 4 31) 

Considerando un prisma circoscritto al cilindro ACB , 
il cui volume differisce tanto poco quanto piacerà da quel- 
lo di questo corpo toudo , la base del prisma avrà per li- 
mi ir la base stessa del cilindro : cosi indicando per P l'a- 
rea del poligono circoscritto, e per H Y altezza del prisma 
che ha per base questo poligono, il prodotto P X « sarà 
]a misura del volume di questo corpo, ed avrà per limiti 
inferiori, sup. AC X H e V ossia il volume del cilindro ; 
la vera misura dunque di questo cilindro sarà , 



V = sup. AC X 11 
Corso di Matt. T. II. IO 
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< 67. // volume d* un cono qualunque ha per misura il 
prodotto della sua base per il terzo della sua altezza. 
(fig. 425) 

Sia indicata per P , 1' area del poligono circoscritto alla 
base del cono ; per // 1 altezza di questo corpo. Si conce- 
pisce che il volume della piramide che ha per base il 
poligono di cui si tratta , e per altezza quella del cono 
può oltrepassare di tanto poco quanto si vorrà il volume 

di questo cono: adesso il volume della piramide =. P * H ; 

se dunque V è laverà misura del cono, e che AC sia il 

raggio della sua base, il prodotto - * ^ avràper limiti in- 

feriori sup. AC X -r~ e dunque come precedentemente , 

H 

V— sup. AC X — • 

Nota. Si dim os trebberò anche immediatamente i due 
teoremi precedenti , colla considerazione seguente : Se alla 
base del cilindro si sostituisce un poligono regolare circo- 
scritto , d' un numero infinito di lati , e che si consideri 
questo poligono come la base d'un prisma che abbia la 
medesima altezza del cilindro, questo prisma potrà essere 
preso per questo cilindro. Si potrà parimente rimpiazzare 
un cono con una piramide circoscritta che avesse pure la 
medesim' altezza di questo corpo ; dunque ec. 

468. // volume d'un tronco di cono è equivalente a tre 
coni intieri che avessero ognuno la medesim* altezza del 
tronco , e di cui V uno avesse per base, la base inferiore 
del tronco; l'altro la base superiore ; ed il terzo cono, 
una media proporzionale fra quelle due basi. ( fig. \ 25 ) 

Per concepire la verità di questo teorema , basta imma- 
ginare un tronco di piramide triangolare , che abbia la 
medesima altezza del cono troncato , e le cui basi siano 
equivalenti a quelle di questo cono ; poiché allora i volu- 
mi di questi due tronchi saranno equivalenti fra loro , e 
la misura dell' uno sarà quella dell altro. Questa propo- 
sizione ritorna dunque a quella del n.° 451. 

469. // volume d'una sfera è eguale al prodotto della 
sua superficie per il terzo del suo raggio. ( fig. 434 ) 

4. a Dimostrazione. Immaginiamo che il mezzo poligono 
MNPQRS giri attorno al diametro AB ; i lati PN, PQ... 
genereranno dei coni troncati; ed i lati MN , RS dei coni 
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intieri, di modo che il tutto formerà un solido di rivo- 
luzione circoscritto alla sfera del raggio AC. Immaginiamo 
inoltre un sistema di piramidi circoscritte ad ognuno di 
questi coni , ed un altro sistema di piramidi che abbiano 
per vertice comune il centro della sfera , e per base le 
facce stesse delle prime piramidi ; allora il volume del 
poliedro circoscritto formato dall'uno o dall'altro sistema 

R 

avrà per misura S X -z" » indicando S l'area di questo po- 
liedro , ed essendo R il raggio della Sfera. Ora egli e 
possibile aumentare il numero dei lati del poligono gene- 
ratore del solido di rivoluzione , siccome quello delle 

Si rami di d'ogni sistema, di modo che i volumi del solido 
i rivoluzione , del poliedro circoscritto e della sfera , 
differiscono ira loro d' una quantità tanto piccola quanto 

R R 
si vorrà ; le tre quantità S X -j > sup. R X -r ? V cor- 
rispondono dunque a tre altre X , A , J5 , del n.° 75, dun- 
que la vera misura del volume della sfera è , 

V ss sup. il x 4- 

2. a Dimostrazione. Se si suppone che la superficie della 
sfera sia decomposta in un' infinità di triangoli infinita- 
mente piccoli, e che le loro superficie siano le basi d'al- 
trettante piramidi che abbiano per vertice comune il centro 
della sfera, il volume d'ognuna di queste piramidi sarà 
eguale all'area della sua base per il terzo della sua al- 
tezza , o il terzo del raggio della sfera ; la somma dunque 
dei volumi di tutte queste piramidi , o il volume della 
sfera è eguale al prodotto della sua superficie per il terzo 
del suo raggio. 

Se D esprime il diametro, avremo n.° 75, sup. 7?=7rJD 2 ; 

pertanto , | n D\ 

Si deduce inoltre dai precedenti principii che il volume 
d* un settore sferico ha per misura la zona che gli serve 
di base , moltiplicata per il terzo del raggio. 

^ "70- Ogni segmento sferico ad una sola base è equi- 
valente ad un cilindro che avrebbe per raggio della sua 
base la grossezza di questo segmento , e per altezza il 
raggio della sfera, diminuito del terzo della grossezza 
di cui si tratta. ( fig. Ì35 ) 
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Il volume del segmento terminalo dalla callotta sferica 
ADB , è evidentemente eguale al volume del settore sfe- 
rico AOBD meno il volume del cono ABO , che ha per 
base quella del segmento. 

Ora se si fa CD-zz.1%, ed AOzzR il volume del settore 

sara= super, della callotta A DB X { AO = 2 tt R h X 

= f *• R*h, (n.i 64, -169); 

Da un altro canto il volume del cono ^OJB = sup. CA 

X {COz=:*CÀ % X\COz=.«{2R — h)hX {(R~h) 

h (2 R — h) (R — h) , ( n.' 54 e 75 ) ; 

Il volume dunque del segmento sferico ad una sola base 

h R* — n h{2R — h) ( R — h) zznh* (R~±h), 

ciò che prova la proposizione enunciata. 

ili. Il volume d'un segmento sferico a due basi pa- 
rallele, ha per misura la semisomma di queste basi 
moltiplicata per la sua grossezza, più il volume della 
sfera di cui questa medesima grossezza è il diametro. 
(fig. Ì36) 

Sia DD'EE* il segmento di cui si tratta d' avere il vo- 
lume ; M il mezzo dell' arco DME ; DO = R il raggio 
della sfera ; MNzzh, MN' ss h' le grossezze respettive 
dei segmenti DME, D ME', finalmente DN =y, =/ 
i raggi delle basi del segmento sferico da misurare. 

Il segmento sferico DME ha per misura , n h % ( R • — {h ) ; 
ed il segmento D ME' nh ,% (R—±h , )\ 

Il volume dunque del segmento DD'EE 1 che si consi- 
dera è, 

f=7T*(A» — « W ( h* — fc' s ). 

Sia z la grossezza NN' di questo segmento, avremo 
zzzh — h', ed allora l'espressione precedente diverrà. 

r=:« Z [R(h + h')-l(n*+h'»+h")]> 
ma per la proprietà del circolo ( n.° 54 ) , 

= 2Rh — h*, y } * =2Rh ~h' » ; 

sommando quest' equazioni viene , 
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d' onde si deduce , 

sostituendo finalmente questo valore in quello di V si ha 

2 + T"' 

risultamento conforme all' enunciato della proposizione. 



CAPITOLO IX. 

PARAGONE DEI CORPI TONDI, POLIEDRI REGOLARI, SIMILITUDINE 

DEI CORPI TONDI. 

172. I corpi tondi simili, son quelli che hanno tutte le 
loro linee omologhe proporzionali ; cosi i cilindri o i coni 
retti sono simili, quando i rettangoli o i triangoli rettan- 
goli generatori sono simili. Le sfere lo sono dunque essen- 
zialmente. 

Da questa similitudine , necessariamente risulta che le 
superficie dei corpi tondi simili , stanno fra loro come i 
quadrati delle linee omologhe , e che i loro volumi sono 
proporzionali ai cubi delle lince omologhe. Queste pro- 
prietà si provano con ragionamenti analoghi a quelli dei 
n/ 81 ed 83. 

Quando si paragona la sfera al cilindro circoscritto , si 
vede, 1.° che la superfìcie curva di questo cilindro è equi- 
valente a quella della sfera; 2.° che la superficie totale del 
cilindro circoscritto , sta a quella della sfera come 3 l 2. 
Quest' è parimente il rapporto eh' esiste fra i volumi di 
questi due corpi. 

Definizioni dei Poliedri regolari. 

173. Ci resterehhero a considerare i poliedri regolari che 
godono proprietà rimarchevoli, cioè i poliedri terminati 
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Si troveranno ai n.' 7 f , 84 d eli Algebra le soluzioni di 
diversi altri problemi di geometria. Nulla possono fare di 
meglio gli Alunni che ai ricorrerci, perchè si familia- 
rizzeranno di più coi principii di questa scienza, e ne fa- 
ranno delle utili applicazioni. 



CAPITOLO X. 

MISURA DEI VOLUMI DEI CORPI CHE COSTITUISCONO 
LE OPERE DI FORTIFIC AZIONE. 

17 1. Nelle arti di costruzione si chiamano sterro le 
terre tolte, e rinterro quelle che servono ad inalzare 
certe parti del terreno. 

0 si tratti di valutare delle masse di fabbrica, o bisogni 
determinare la quantità dello sterro o del rinterro formati 
in un'opera di fortificazione , ci si giunge decomponendo 
prima queste masse in corpi meno irregolari , le cui di- 
mensioni si deducono, tanto dalla cognizione della figura 
del terreno indicata dalle livellazioni, quanto da quella 
della forma del progetto; e calcolando quindi i volumi 
d' ognuno di questi corpi mediante i principi*! precedenti , 
e le regole che siamo per dare onde completare questa 
parte essenziale della Stereometria. \ 

Accade spesso che la forma d* un corpo non risulta da 
legge veruna geometrica ; e in questo caso , i volumi par- 
ziali presi insieme non possono rappresentare che per 
approssimazione il volume totale; d'onde la necessita di 
moltiplicargli sufficentemente : ma per semplicizzare le 
operazioni numeriche , si è convenuto di considerare cer- 
te superficie curve, come generate dal movimento d'una 
retta obbligata a scorrere lungo due altre rette date di 
posizione. 

1 corpi le cui superficie sono sottomesse a questa legge 
di generazione, si chiamano corpi a facce gobbe. Si vede 
dunque in che cosa queste superficie differiscono dalle 
superficie curve propriamente dette (n.°5). Avanti di 
cercare le formule che convengono alla misura dei corpi 
a facce gobbe, consideriamo quelle che si riferiscono ai 
corpi terminati da superficie piane. 

i 75. Misura del solido ABCDabcd , composto dei due 
prismi triangolari ABDabd, BCDbcd, le cui costole Aa, 
Bb, Ce, Dd sono perpendicolari alla base ABCD. (fig. 437) 
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Secondo il teorema del n.° 152, il prisma triangolare 

ABDabd, ha per misura ABD X ^ fl +**+ ZM ; que |l 0 

, », . M+Cc + Dd 
BCDbcd ha parimente per misura BCD X : ; cosi 

il volume totale 

V=ABD X ±±»±™ + flCZ, X *±*Ì« 

3 3 

Quando la hase ABCD è un parallelogrammo, si ha 
semplicemente 

^#CZ) + Ce + 2Bb + 2Dd 

= 2 X 3 * 

E chiaro che queste due formule hanno luogo quando 
la superfìcie <z£ca è la riunione dei due triangoli ahi, 
bed situati in due piani diversi, come pure quando è piana. 

Applicazione alla misura del volume d'un puntont. 

( fig. 138, e i 38") Secondo quello che precede è fccile 
avere il volume d' un puntone. Se si concepisce intatti 
che questa specie di hattello, le cui fig. 138 e 438 bis. re- 
spettivamente rappresentano il piano e la prospettica, sia 
tagliato perpendicolarmente alla sua lunghezza ed al mez- 
zo , il volume d'ogni metà abcdABCD, abcdA'B'CV sarà 
la riunione di due prismi triangolari troncati, di cui l'uno 

abcABC avrà per espressione abe X ( — ~T" — )f?«*W 
a A z=. Bb ; e di cui l'altro avrà parimente per «pressio- 
ne aed X ( ° j a — ) ; dunque il volume del puntone in- 
tiero composto di due parti simmetriche, è 

_ , /2AA'-+CC'\ , , / 2CC + AA'\ 
r=abc{ - )+acd [ - J. 

Per esempio , 



metri. 



La larghezza maggiore AB = 1, 5 

La minore CD = 4, 3 

La profondità del puntone =0, 8 

La lunghezza maggiore AA'-=z 6, 

La lunghezza minore CC =3 4, 4 

La formula precedente diverrà in virtù di questi valori. 
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ed effettuandone i calcoli indicati, avremo 

V — 3,28 + 2,565 = 5,845 ; 

Cos\ il volume del puntone è di 5 metri cubi e 815 mil- 
limetri. 

Calcolo d'una batteria. 

MG. La figura 439 rappresenta il profilo dello spal- 
leggiamento d'una batteria, e d'un fosso innanzi per im- 
pedirne l'accesso. 

Nella costruzione di queste specie d'opere, il rinterro 
si forma unicamente delle terre dello sterro. Per il ca- 
so di cui si tratta, la massa della batteria, astrazio- 
ne fatta dalle cannoniere , può essere considerata come 
un prisma troncato, di cui il taglio fatto perpendicolar- 
mente alla sua lunghezza sarebbe il quadrilatero ABDC. 
Per soddisfare in un modo sufficientemente esatto alla 
condizione attuale , bisogna che la superficie della sezio- 
ne ABDC sia equivalente a quella della sezione EFHG. 
Osserveremo adesso che V altezza interna Ce dello spalleg- 
giamento, le sue scarpe interna ed esterna Ac , dB , o 
1' angolo DBA, la sua grossezza AB alla base , e la larghezza 
BE del rilascio , sono comunemente date anticipatamente 
come pure la larghezza EG del fosso. Se si suppone adun- 
que che la scarpa delle terre dello sterro, perchè non 

franino sia della profondità Hh del fosso, avremo que- 
sto problema da risolvere per conoscere questa profondità: 
determinare V altezza HA, in modo che l'area EFHG 
sia equivalente all' area ACDB, collo stabilire d'altron- 
de per condizione che la linea del tiro CD passi per il 
vertice G della contrascarpa. 

Per trattare il caso più semplice, supporremo che 
Y inclinazione DBA debba essere eguale all' angolo 0. Ciò 
posto. 

Siano i dati Ac — a, Bc = b , BE = c , EG ss d , 
Ce ss h, an§. DBA ss 6 ; 

e le incognite DB ss x , dV = y , hff ss z. I triangoli si- 
mili CcG, DdG daranno, 

Ce ; Dd ;; cG;dG, ossia hlyllb+c +d ; x+c + d ; 
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d ° Dde ' "= l+c+d 

ed il triangolo rettangolo DdB darà ^ = /?x , indicando 
con p il rapporto cognito — . Eguagliando questi due va- 
lori di y , se ne dedurrà successivamente. 

X ~~ (A H-c + d) p — h ' 

Indichiamo questo valore cognito con g\ ed il valore cor- 
rispondente ay con h '. 

L'area del triangolo ACG , meno quella del triangolo 
DBG, essendo eguale alla sezione ACDB, sia per brevità 
AG — m e BGz=m'; avremo 

. _ _ r , mh m'h' 

AC DB = — ; 

2 2 

in quanto all'area della sezione EFUG essa è eguale a 

[d + à — — jJL (n.° 73 ) ; così l'equazione 

mh — m'h' = 2z ), 

esprime analiticamente che il rinterro è eguale allo ster- 
ro. Se si risolve rapporto all'incognita s, e se per scm- 
plicizzare si fa mh — m'h' =s R , otterremo 



dn \/d>n*— 2n /? 

2 — — — — — ^— . 

2 2 

Da ciò risulta , e dal non potere essere nè n, nè R nega- 
tivi, che il problema è impossibile quando 2n R > d ti* , 
o ciò che torna lo stesso quando 

^ r n 

ed è facile vedere che dei due valori positivi di z, il mi- 
nore è il solo che sia ammissibile, poiché le dimensioni 
del fosso non possono essere che positive. Infatti se si 

prendesse z > -~ , la larghezza d-^~ del fondo del fos- 
so sarebbe negativa. 

Lo spai legg lamento che si considera adesso essendo un 
prisma troncato, ne segue che la sua misura s'ottiene nella 
medesima maniera di quella d'un puntone, pertanto per 
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conoscerne la massa effettiva, bisogna inoltre avere ri- 
guardo al voto prodotto dalle cannoniere. 

Misure dei solidi a facce gobbe. 

4 77. Se s'immagina che una massa di terra irregolare, 
situata sopra un piano orizzontale , sia tagliata da un gran 
numero di piani verticali paralleli , e da altri piani per- 
pendicolari a questi , questa massa sarà decomposta in so- 
lidi di cui una delle facce soltanto farà parte della su- 
perfìcie del solido di terra; e se si tratta di valutarne il 
volume, si potrà senza errore moltissimo sensibile, con- 
siderare ognuna di quelle superfìcie parziali come termi- 
nate da lince rette, e generate all'uso delle superfìcie 
gobbe ( n.° 474 ). Nei lavori delle terrazze o terrapieni si 
fa quasi sempre così la decomposizione dei solidi da mi- 
surare ; frattanto per maggiore generalità, determineremo 
prima il volume a un solido a base trapezzoide. 

( fig. 440 ) Siano ABCD il trapezio ebe serve di base al 
solido A BCDabcd , ed AB , CD i lati paralleli. Se la su- 
perficie gobba abed opposta alla base è generata dal 
movimento d' una retta ab , parallela al piano verticale 
AabB , e costantemente appoggiandosi sulle linee ad, bc, 
e ebe Aa'=zbB, bB' = aA, cCz=dD, dD'=:cC, il so- 
lido /(' sarà visibilmente doppio del solido proposto e 
la base A'B'C'D' sarà necessariamente piana. Per conse- 
guenza se si conducono le diagonali AC, A X C , il piano 
AA'CC dividerà il solido AC in due tronchi di prismi 
triangolari ABCA'B'C , ADCA'DC. Indicando dunque 
respettivamente per B', B", i triangoli ACB, ADC, e 
per h, A', /*", h\ le altezze disuguali Aa, Bb , Ce, Dd, 
avremo per il volume v del primo prisma , 

e per il volume v" del secondo prisma, 

per conseguenza il volume cercato del solido ABCDabcd, è, 

r _y f* 1 ih' •+ h" ■+ ;/ ^ ^ ^ ^ ih" + w>+h+h '^ F , 

cioè clic dopo avere diviso la base di questo solido in due 
triangoli con una diagonale qualunque , si prenderà per 
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base d'ogni triangolo una delle basi stesse del trapezio 
AfìCD; & aggiungeranno quindi insieme due volte rattez- 
ze cbe terminano a questa base, ed una volta le altezze 
che terminano alla base dell' altro triangolo : si prenderà 
quindi la sesta parte del tutto , che si moltiplicherà per 
1 area del triangolo scelto per base , ed il prodotto sarà 
il volume d' ogni tronco di prisma triangolare : la somma 
finalmente di questi due prismi sarà il volume del corpo , 
la cui base è un trapezio. 

Questo solido può non avere che una, due, o tre al- 
tezze. Quando la base ABCD si cangia in un parallelo- 
grammo si ha JB'=zB'\ ed allora la formula precedente si 
riduce a 

r=B X { ); 

Indicando per B la base ABCD. Così in questo caso, bi- 
sogna moltiplicare la base per il quarto della somma delle 
quattro altezze. 

Della Misura dei Legnami. 

4 78. Si costuma adesso di valutare in metri cubi, i volumi 
delle materie che s'impiegano nell'artiglieria, e nell' ar- 
chitettura militare e civile, a meno che si sia costretti a 
fare eseguire dei lavori in paese straniero : egli è però 
sempre possibile di conoscere il rapporto della misura del 
paese col metro, ( Aritmetica , Riduzioni. ) e per conseguen- 
za d' effettuare tutti i calcoli secondo il sistema decimale. 

Se si trattasse pertanto di determinare il volume d'ope- 
re di suggezione, si prenderebbe per unità di volume 
il decimetro cubo , che non bisogna confondere col deci- 
mo del metro cubo (n.° 401 Aritmetica), poiché infatti 
la prima unità non è che la 4000. ma parte del metro cu- 
bo, e che al contrario la seconda unita n ? è la I0. ma parte. 

Quando si mette in opera il legname nell' artiglieria e 
nei lavori di fortificazioni, si squadra prima, cioè gli si 
dà la forma di un parallelepipedo rettangolo ; ed allora 
s' intende per squadratura , il quadrato inscritto al circolo 
preso per base, in un corpo d'albero non squadrato o 
colla buccia. Ma perchè gli alberi diminuiscono di gros- 
sezza andando dal piede verso i rami, si usa considerare 
il fusto d'un albero com2 un cilindro della medesima lun- 
ghezza del fusto, ed il cui diametro è eguale a quello 
della sezione supposta fatta nel mezzo di questa lunghezza . 
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Si diminuisce inoltre questo diametro d' alcuni centime- 
tri , avuto riguardo alla scorza ed all' alburno ; questa di- 
minuzione varia però secondo la natura del legname e del 
paese in cui se ne fa uso. 

Sia in generale d il diametro medio d' un albero espresso 
in parti di metro, ed h la sua lunghezza data in metri. 

d* 

In virtù del n.° 407, — - sarà l'area del quadrato in- 

d* 

scritto al circolo che ha d per diametro, e vxzz — - — X ^ sa- 

rà (n.° 448) l'espressione del volume dell'albero squa- 
drato. 

Se si dasse al legname una o qualunque altra forma di 
quella che adesso supponghiamo , bisognerebbe per effet- 
tuarne la cubatura, ricorrere alle regole precedentemente 
dimostrate. 



FINE DEL TOMO SECONDO 



TAVOLA 

DELLE DEFINIZIONI E PRINCIPI!. 



SEGUITO DELL' ALGEBRA 

DELLE PROPORZIONI E PROGRESSIONI 

Proporzioni, 

Quando quattro quantità sono in proporzione , le loro potenze e 
le loro radici d'un medesimo esponente lo souo pure. 87. 

Progressioni. 

La progressione aritmetica è una serie di numeri , tale che la diffe- 
renza di due termini consecutivi è costante. 92. 

Uu termine qualunque della progressione aritmetica, si compone del 
primo, più tante volte la differenza quanti termini ci sono avanti quello 
che si cerca. 93. 

La somma dei termini d* una progressione aritmetica è eguale a 
quella del primo e dell' ultimo moltiplicala per la metà del numero 
dei termini. ivi. 

Queste due equazioni forniscono 20 formule che servono a risolve- 
re in tutti i casi , questo problema generale ; conoscendo tre delle 
cinque quantità seguenti , il primo termine , 1' ultimo , la differenza, il 
numero dei termini , e la loro somma , trovare i due altri. 94. 

La progressione geometrica è una serie di numeri , tale che il quo- 
ziente di due termini consecutivi è costante. 96. 

Un termine qualunque della progressione geometrica è eguale al pri- 
mo moltiplicato per il quoziente della progressione , alzato ad una po- 
tenza indicata dal numero dei termini che precedono quello che si 
cerca. 97. 

Per avere la somma dei termini della progressione geometrica, mol- 
tiplicate 1' ultimo termine per il quoziente, togliete da questo prodotto 
il primo termine , dividete il resto per il quoziente diminuito dell' u- 
nità. 97. 

Queste due eqnaziooi forniscono 20 forinole, che servono a risolvere 
in ogui caso , questo problema generale : conoscendo tre delle cinque 
quantità seguenti , il primo termine , 1* ultimo , il quoziente , il nu- 
mero dei termini, e la loro somma, trovare i due altri. 97. 

La somma dei termini d* una progressione geometrica decrescente 
all' inGnito , è eguale al prodotto del primo per il quoziente , diviso 
per il quoziente diminuito d' una udì la. 99. 
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Dei Logaritmi. 

I logaritmi volgari sono termini d'una progressione aritmetica prin- 
cipiando dallo zero , che corrispondono a quelli d' una progressione 
geometrica principiando dall' unità. N \ 4 00. 

II logaritmo d'un prodotto è eguale alla somma dei logaritmi dei 
suoi fattori. 4 04. 

Il logaritmo d' un quoziente è eguale al logaritmo del dividendo , 
meno il logaritmo del divisore. 4 05. 

Il logaritmo d'una potenza qualunque d' un numero, trovasi moltipli- 
cando il logaritmo di questo numero per l'esponente della potenza. 406. 

Il logaritmo della radice qualunque d* un numero , si trova dividen- 
do il logaritmo di questo numero per l'esponente della radice. 4 07. 

Il logaritmo d' un estremo d' una proporzione è eguale alla somma 
dei logaiitmi dei niedii, meno il logaritmo dell'estremo noto. 409. 

Il logaritmo d' un medio è eguale alla somma dei logaritmi degli 
estremi meno il logaritmo del medio noto. 4 09. 

Il lo garitmo del medio in una proporzione continua , è eguale alla 
metà della somma dei logaritmi degli estremi. 4 4 0. 

Basta avere i logaritmi dei numeri primi per formarne tutti gli altri 4 4 4. 

La caratteristica d' un logaritmo, è il numero intero che precede la 
frazione decimale : essa indica iu qual decade è il numero a cui corri- 
sponde questo logaiitmo; può essere soppressa senza inconveniente nelle 
tavole dei logaritmi volgari. 4 4 6. 

Se si moltiplica o si divide un numero qualunque per una potenza 
di 40, la frazione decimale nel logaritmo del prodotto, o in quello 
del quoziente , sarà la medesima che nel logaritmo del numero primi- 
tivo. 4 4 7. 

I logaritmi delle frazioni minori dell' unità essendo negativi , si è 
immaginato per evitargli, d'aumentare di 40 unità la caratteristica del 
logaritmo del numeratore. US. 

Xa somma dei quadrali dei numeri naturali da 4 Gno ad n, trovasi 
facendo il prodotto dei tre fattori n, w -H 4 , 2 n -t- 4 , e dividendolo 
per 6; questa formula serve a valutare il numero delle palle d* una 
piramide a base quadrata. 420 a 422. 

La somma dei numeri triangolari da 4 fino '/* («*-»-») , si trova 
facendo il prodotto dei tre fattori fi, «4-4, ri 4- 2, e dividendolo per 6; 
questa formula serve a valutare le palle della piramide triangolare. 123. 

II numero delle palle d' una piramide bislunga a base rettangolare 
si calcola moltiplicando il numero delle palle a una faccia triangolare 
per il terzo della somma delle tre costole parallele , o questa som- 
ma per il terzo del numero delle palle della faccia triangolare. 4 24. 

Il numero delle combinazioni d' m lettere prese n ad n, sarà 
se si ripete la stessa lettera nella medesima combinazione , e se si di- 
spongono le n lettere in tutti i modi possibili. 430. 

Il numero delle combioazioni d' rn lettere prese n ad n , sarà nt 
( m— 4 ) (m— 2). ... ( m—n -+- 4 ), se non si ripete la stessa lettera 
nella medesima combinazione , e se d* altronde si dispongono le n let- 
tere in tutti i modi possibili : queste specie di combinazioni si chia- 
mano permutazioni. 431. 

Il numero delle combinazioni d' rn lettere n ad n sarà 

m ( m — 4 ) (m — 2 ) ( ni — n ■*■ 4 ) . 

- L-l 1 i 1— , «e non si ammettono le 

4 . 2 . 3 « 
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combinazioni composte delle medesime lettere, nè la repetizione d' una 
medesima lettera ne 11' istessa combinazione : queste combinazioni rap- 
presentano dei prodotti differenti. N.° 432* 
Nello sviluppo della potenza m del binomio (x-t-a), il numero 

dei termini è m +■ 1 ; il primo termine è x"% il secondo mx m ""~ a, gli 
esponenti d' x vanno sempre diminuendo d' una unità , quelli di a au- 
mentando d* una unità : il coefficiente d' un termine qualunque , è il 
prodotto del coefficiente del termine precedente per 1 esponente d* x 
di quest' istesso termine , diviso per il numero eh' esprime 1' ordine 
di questo termine. 433 a 4 38. 

La formula dello sviluppo della potenza m d' un binomio è genera- 
le, ed è parimente applicabile al caso in cui m sia frazionario ; può dun- 
que servire all'estrazione delle radici. 445 a 446. 

Serve anche al caso degli esponenti negativi. 4 47. 

Lo sviluppo in serie della quantità esponenziale a* è la base del cal- 
colo dei logaritmi 448 a 449. 

Dall' equazione jt=a x si deducono le formule logaritmiche. 4 50 a 4 56. 
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LIBRO PRIMO. 
CAPITOLO I. 

PRINCIPII FONDAMENTALI. 

spazio occupato dai corpi ha tre dimensioni, lunghezza, largliezza, 
e qrossezza. 

1 limili dei corpi sono le superficie, e non hanno che due dimensio- 
ni , lunghezza e larghezza. 

I limili delle superficie sono le linee , e non hanno che una dimen- 
sione qual è la lunghezza. I limili delle linee sono i punti senza veru- 
na dimensione. N.° 4. 

La linea retta è il più corto cammino da un punto ad un altro. 2. 
Ogni linea che non è retta nè composta di linee rette è curva. 3. 

II piano o la superficie piana è quella su cui si concepisce che una 
retta possa esattamente applicarsi in ogni senso. 4. 

Ogni superfìcie che non è nè piana, nè composta di piani, è curva. 5. 

La linea circolare o la circonferenza del circolo, è una curva di cui 
tutti i punti situati in un medesimo piano , sono egualmente lontani da 
un altro punto preso dentro a questo piano , e che chiamasi centro. 6. 

Una retta non può incontrarne un' altra che in un solo punto. 7. 

Un angolo è lo spazio indefinito compreso fra due rette che si ta- 
gliano , e che possono concepirsi prolungate quanto si vorrà. 8. 

Due angoli sono eguali , quaudo essendo posti 1* uno su IT altro si ri- 
coprono perfettamente. 9. 

Corso di Matte m. T. II. \\ 
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Una linea è perpendicolare sopra un* altra, quando fa con quell'altra 
due angoli adiacenti eguali ; ognuno di essi, si chiama angolo retto. 40. 

Ogui angolo minore d' un angolo retto si chiama angolo acuto. 4 i . 

Ogni angolo maggiore d'un angolo retto si chiama angolo ottuso, ivi. 

Ogni retta che ne incontra un* altra fa con questa due angoli odia' 
centi la cui somma è eguale a due angoli retti. N." 12. 

Tutti gli angoli consecutivi formati dalla medesima parte d'un'istessa 
liuea retta, ed avendo il loro vertice comune , equivalgono insieme a 
due angoli retti. 43. 

Quando due rette si tagliano, gli angoli opposti al vertice sono 
eguali. 4 4. 

Tutti gli angoli che si possono formare attorno ad un punto equival- 
gono a 4 angoli retti. 4 5. 

Un triangolo è lo spazio racchiuso fra tre rette che si tagliano due 
a due. i6. 

Due triangoli sono eguali quando hanno un angolo eguale compreso 
fra due lati respettivamente eguali. 47. 

Oppure un lato eguale adiacente a due angoli respettivamente eguali. 48. 

Iu ogni triangolo un lato qualunque è minore della somma degli al- 
tri due. 49. 

Se da un punto preso nelT interno d'un triangolo si conducono delle 
rette ai due angoli del triangolo , la somma di queste rette sarà minore 
di quella dei due lati del triangolo che le circondano. 20. 

Se due triangoli hanno un angolo disuguale compreso fra due lati re- 
spettivamente eguali , il terzo lato opposto all'angolo minore, sarà mi- 
nore del terzo lato opposto all'angolo maggiore. 24. 

Due triangoli sono eguali se hanno i loro tre lati respettivamente 
eguali. 22. 

Da un punto preso sopra una retta , non si può alzare che una sola 
Iterpcndicolare su questa retta. 23. 

Quando da un punto preso fuori d' una retta , si conducono diverse 
linee a diversi punti da questa retta, 4.° la perpendicolare è minore 
d' ogni obliqua ; 2.° le oblique che si allontanano egualmente dal pie- 
de della perpendicolare sono eguali ; 3.° di due oblique disuguali , la 
più lunga è quella che maggiormente si allontana dal piede della per- 
pendicolare. 24. 

Se un triangolo ha due lati eguali , gli angoli opposti a questi lati 
sono eguali e reciprocamente. 26. 

Se due lati d' un triangolo sono disuguali , 1' angolo maggiore è op- 
posto al lato maggiore e reciprocamente. 27. 

Due rette sono dette parallele quando essendo situate sopra un me- 
desimo piano, non possono mai incontrarsi. 28. 

Se due parallele sono tagliate da una terza linea vetta, la somma dei due 
angoli interni da una medesima parte sarà eguale a due angoli retti. 29. 

Oli angoli corrispondenti sono eguali , gli alterni interni sono egua- 
li , gli alterni esterni sono eguali. ivi. 

Due rette parallele ad una terza sono parallele fra loro. 30. 

Due parallele sono dappertntto egualmente distanti. 34. 

Se due angoli hanno i lati respettivamente paralleli e diretti nel me- 
desimo senso , sono eguali. 32. 

Ogni retta condotta dal centro alla circonferenza è un raggio. 33. 

Un arco è una porzione della circonferenza. ivi. 

La curda A un arco è la retta che unisce le sue estremità. ivi. 

La corda che passa per il centro è un diametro che c doppio del 
r^gio. ivi. 
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Ogni linea che taglia la eirconferenza è una segante. N.° 33. 

La porzione del circolo compreso fra un arco e la sua corda , si 
chiama segmento. ivi. 

La porzione del circolo compresa fra nn arco e i due raggi condotti 
all' estremità di quest' arco , si chiama settore. ivi. 

La tangente alla circonferenza è una retta che non ha che un solo 
punto di comune seco lei. ivi. 

Un angolo è detto inscritto , quando ha il suo vertice alla circonfe- 
renza , ed è formato da due corde. ivi. 

In un medesimo circolo o in circoli eguali , le corde eguali sottendo- 
no archi eguali e reciprocamente. 34. 

L' arco maggiore è sotteso dalla corda maggiore, e reciprocamente. 35. 

La perpendicolare inalzata all' estremità del raggio è tangente alla 
circonferenza. 36. 

Ogni raggio perpendicolare ad una corda , passa per il mezzo di que- 
sta corda , e per la metà dell' arco che sottende. 37. 
I Due angoli stanno fra loro come gli archi descritti dai loro vertici 
come centri con raggi eguali. 38. 

Ogni angolo iscritto ha per misura la metà dell' arco compreso tra 
i suoi lati. 40. 

Un angolo formato da una corda e da una tangente , ha per misura 
le metà dell'arco compreso fra questi lati. 4i. 

Le superficie piane terminate da linee rette chiama tisi poligoni. 42. 

11 più semplice è il triangolo : Si chiama equilatero quando i suoi 
tre lati sono eguali , isoscele , quando due soli lati sono eguali , scaleno 
quando i tre lati sono disuguali. Il Iato opposto all' angolo retto d' un 
triangolo rettangolo , si chiama ipotenusa. ivi. 

I tre angoli d un triangolo rettilineo equivalgono insieme a due au- 
goli retti. 43. 

La somma degli angoli interni d' un poligono , e eguale a tante volle 
due angoli retti quanti sono i snoi lati meno due. 44. 

Se non ci sono che degli angoli saglienti , la somma di tutti gli au- 
goli esterni è eguale a quattro angoli retti. 45 

CAPITOLO II. 
Teoria delle linee proporzionali. 

Le rette parallele che dividono in parti eguali un lato d'un trian- 
golo , dividono parimente in parti eguali l' altro lato , se sono nel 
medesimo tempo parallele al terzo lato. 46. 

Se due lati d' un triangolo sono tagliati da una retta in parti propor- 
zionali , questa retta è parallela al terzo lato. ivi. 

Triangoli simili , sono quelli che hanno gli angoli eguali respettiva- 
mente, ed i lati omologhi proporzionali j i lati omologhi sono adiacenti 
ad angoli eguali che si chiamano anche angoli omologhi. 47. 

Due triangoli equiangoli hanno i lati omologhi proporzionali , e con- 
seguentemente sono simili. 48. 

Due triangoli che hanno i lati respetlìvamente paralleli sono dunque 
simili , poiché sono equiangoli. 49. 

Due triangoli che hanno un angolo eguale compreso fra lati propor- 
zionali sono simili. * ivi. 



Due triangoli sono simili quando hanno i lati omologhi proporzionali. 50. 
Due triangoli souo simili , se hanno i loro lati respetlivamenW per- 
pendicolari. Si. 
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Due parallele condotte a traverso a due rette che partono da un mede- 
simo punto, sono tagliate in parti proporzionali da queste rette. N. 52. 

•Se dall' angolo retto d' un triangolo rettangolo s'abbassa una perpen- 
dicolare su II' ipotenusa , 4 ." questa perpendicolare dividerà il triangolo 
in due altri che gli saranno simili ; 2.° sarà media proporzionale tra i 
due segmenti e 1' ipotenusa ; 3.° ogni lato dell' angolo retto del trian- 
golo proposto , sarà medio proporzionale fra V ipotenusa intera ed il 
segmento adiacente. 53. 

Le parti di due corde che si tagliano nel circolo sono reciprocamente 
proporzionali , d' onde ne segue che ogni perpendicolare al diametro è 
media proporzionale fra i due segmenti che torma su questo diametro. 54. 

>Se da un punto fuori del circolo sì conducono due seganti terminate 
alta parte concava della circonferenza , queste seganti intiere saranno 
reciprocamente proporzionali alle loro parti esteme. 55. 

Ogni tangente al circolo e media proporzionale fra la segante intiera 
e la sua parte esterna. 56. 

Due poligoni sono simili, se hanno gli angoli respettivamente eguali 
ed i lati omologhi proporzionali. 57. 

Due poligoni regolari d* un medesimo numero di Ut» , sono figure 
simili. 58. 

Ogui poligono regolare può essere inscritto o circoscritto al circolo. 59. 

il raggio del circolo inscritto si chiama apotema del poligono, iti. 

I perimetri di due poligoni regolari d' un medesimo numero di lab 
sono proporzionali ai raggi dei circoli, inscritti e circoscritti. in*. 

Due poligoni simili sono composti d* un medesimo numero di trian- 
goli respettivamente simili e similmente disposti. 60. 

II lato dell' esagono regolare inscritto è eguale al raggio. 64. 
Il lato del decagono regolare è eguale albi parte maggiore del raggio 

del circolo circoscritto , diviso in media ed estrema ragione. 62. 

Ogni liuea curva o poligona che circonda , da un' estremità all' altra 
una linea convessa è più lunga della circondata. 63. 

Le circonferenze dei circoli stanno fra loro come i diametri. 64. 

11 rapporto della circonferenza al diametro, secondo Archimede, è 
come 22 : 7, e secondo Mpzìo , come 355 : 4 4 3. hi 

.Sia 4 il raggio del circolo , a la corda d' un arco ; quella della sua 

metà = J/2 — f 4 — a* • 65 

Sia p il perimetro d' un poligono regolare inscritto il suo apote- 
ma , 4 il raggi'» del circolo ; il perimetro del poligono simile circoscrii- 



to sarà -jrr . iti- 



('0 ' 
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CAPITOLO HI. 

Area dei poligoni e del circolo. 

L' area è 1' estensione della superficie d' una figura. 
L' unità di misura è il quadrato. 

I parallelogrammi che hanno basi eguali ed altezze eguali , 
vqnivalenti. 67> 

Ogni triangolo è la metà d* un parallelogrammo della stessa base e 
della stessa altezza. 68. 

Due rettangoli della tu edesi m* altezza stanno fra loro come le loro 
basi e reciprocamente. 69. 
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Due rettangoli qualunque stanno fra loro come i prodotti delle loro 
basi per le loro altezze. N.° 70. 

L' area d" un parallelogrammo qualunque è eguale al prodotto della 
sua base per la sua altezza. 74. 

L* area d' un triangolo è eguale al prodotto della sua base per la 
metà della sua altezza. 72. 

Un trapezio è un quadrilatero che ha due lati paralleli ; I* area del 
trapezio e eguale alla sua altezza moltiplicata per la semi-somma delle 
sue basi parallele. 73. 

L' area d' un poligono regolare è eguale alla metà del prodotto del 
suo contorno per il suo apotema. 74. 

L' area del circolo è eguale al prodotto della sua circonferenza per 
In metà del suo raggio. 75. 

L' area d' un settore circolare è eguale al prodotto del suo arco per 
la metà del suo raggio. 76. 

CAPITOLO IV. 

Paragone delV aree delle figure simili. 

Il quadrato costruito sull'ipotenusa d'un triangolo rettangolo, è egua- 
le alla somma dei quadrati costruiti sugli altri due lati. 77 

In ogni triangolo , il quadrato d'un lato opposto ad un angolo acuto, 
è eguale alla somma dei quadrati degli altri due lati, meno due volte 
il prodotto del lato su cui cade la perpendicolare , moltiplicato per il 
segmento adiacente a questo angolo. 78. 

In un triangolo ottusiangolo , il quadrato del lato opposto all' angolo 
ottuso , è eguale alla somma dei quadrati degli altri due lati , più due 
volte il prodotto della base per il segmento adiacente a quest'angolo. 79. 

In un triangolo qualunque se dal vertice si conduce una linea retta 
sul mezzo della base , il doppio della somma dei quadrati di questa 
retta e della metà della base , sarà eguale alla somma dei quadrati de- 
gli altri due lati. 80. 

D onde segue che in ogni parallelogrammo , la somma dei quadrati 
dei lati è eguale alla somma dei quadrati delle diagonali. ivi. 

I triangoli simili stanno fra loro come i quadrati dei loro lati omo- 
loghi. 81. 

Le superfìcie dei poligoni simili stanno fra loro come i quadrati dei 
loro lati omologhi , o delle loro linee omologhe. 82. 

Le aree dei circoli stanno fra loro come i quadrali dei raggi o dei 
diametri , o delle circonferenze. 83. 

CAPITOLO V. 



Soluzioni grafiche. 

Trovare il rapporto di due rette. 84. 

Essendo dati separatamente i tre lati d'un triangolo, costruire questo 

triangolo. 85. 

Dividere una retta data in due parti eguali. 86. 

Da un ponto dato sopra una linea inalzare una perpendicolare su que- 
sta retta. 87. 
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Da un punto dato fuori d' una retta, abbassare una perpeudicolare su 
questa retta. N." 88. 

Da un pnnto dato condurre una parallela ad una retta data. 89. 

Da un punto dato fuori d'una retta , condurre una linea che faccia 
colla prima un angolo dato. 90. 

Dividere un angolo in due parti eguali. 94. 

Condurre una perpendicolare all' estremità d* una retta , senza pro- 
lungarla. 92. 

Per un punto dato condurre una tangente al circolo. 93. 

Inscrivere un circolo io un triangolo. 94. 

Fare passare una circonferenza per tre punti dati non in linea retta. 95. 

Descrivere sopra una retu data un segmento capace d' un angolo 
dato. f 96. 

Trovare una quarta proporzionale a tre linee date. 97. 

Dividere una linea data in tante parli eguali quante si vorrà. 98. 

Per un punto dato nell'interno d un angolo dato, condurre una retta 
in modo che le parti comprese fra questo punto e i due lati dell' an- 
golo siano eguali. 99. 

Costruire sopra una retta data un triangolo simile ad un triangolo 
dato. 400. 

Costruire una scala di parti eguali ; una scala di decimali. 40l. 

Trovare una media proporzionale fra due linee date. 402. 

Dividere una linea in media ed estrema ragione. 403. 

Trovare il lato d'un quadrato equivalente ad un rettangolo dato. 404. 

Trasformare un poligono rettilineo , in un altro poligono equivalente 
che abbia un lato di meno. 405. 

Trovare un quadrato equivalente ad un poligono dato. 406. 

Inscrivere un quadrato in un circolo. 407. 

Inscrivere un esagono regolare in un circolo. 408. 

Inscrivere un decagono regolare in un circolo. 409. 

Inscrivere un pentedecagnno in un circolo. *M 

Soluzioni col calcolo. 

Alzare sul terreno una perpendicolare ad una retu colla cordella. 441. 

Misurare la larghezza d'un Jiume , senz'altro strumento che il 
metro. 4 42. 

Misurare V altezza a" un oggetto inaccessibile , senz' altro strumento 
che il metro. 443. 

Conoscendo il numero dei lati d* nn poligono regolare , trovare il 
valore dell'angolo al centro e quello dell angolo alla circonferenza. 4 44. 

Misurare un angolo col rapportatore. 445. 

Inscrivere in un circolo col rapportatore , un poligono regolare d* un 
dato numero di lati. 4 46. 

Trovare la superficie d'un triangolo, di cui si conoscono i tre lati 4<7. 

Problemi da risolvere. 4 48. 
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LIBRO D. 

CAPITOLO PRIMO. 

Proprietà dei piani che s'incontrano , e delle linee rette tagliate 

da piani paralleli. 

L' intersezione di due piani è una linea reità. N.° 119. 

Per un punto come pure per una retta si può fare passare un' infi- 
nità di piani diversi. ivi. 

La posizione di tre punti, come pure quella di due rette che si ta- 
gliano o che sono parallele determina la posizione d' un piano. ivi. 

Una retta è perpendicolare ad un piano, quando lo è a due rette che 
passano per il suo piede e tracciate su questo piano. 120. 

Di tutte le rette condotte da un punto ad un piano , la minore è la 
perpendicolare , e la più lunga è quella che più s' allontana dal piede 
di questa perpendicolare. 121 . 

Se dal piede d' ima perpendicolare ad un piano , si ahhassa una per- 
pendicolare sopra una linea condotta su questo piano, e che si tira una 
retta dal piede di questa seconda perpendicolare ad un punto qualun- 
que della prima , questa retta sarà perpendicolare alla linea condotta 
nel piano. -1 22. 

Se una retta è perpendicolare ad un piano , ogni linea parallela a 
questa sarà perpendicolare al medesimo piano. 1 23. 

Ogni retta parallela ad una linea condotta in un piano , è parallela 
a questo piano. 4 24. 

Due piani perpendicolari ad una medesima retta , sono paralleli fra 
loro ; reciprocamente se una linea è perpendicolare ad uno dei piani 
paralleli, sarà perpendicolare ancora all'altro. 425. 

Le intersezioni di due piani paralleli con un terzo piano sono pa- 
rallele. 126. 

Le parallele comprese fra due piani paralleli sono eguali. 127. 

Se due angoli non situati nel medesimo piano , hanno i lati paralleli 
e diretti nel medesimo senso , quest' angoli saranno eguali , ed i loro 
piani saranno paralleli. 128. 

Due rette comprese fra due piani paralleli, sono tagliate in parti pro- 
porzionali da un terzo piano condotto parallelamente agli altri due. 129. 

CAPITOLO II. 

Angoli poliedri. 

Si chiama angolo driedro , cioè angolo a due facce , l' inclinazione 
di due piani. 130. 

L* angolo driedro è misurato dall'angolo che formano fra loro le due 
perpendicolari condotte in ognuno dei due piani alla loro comune se- 
zione. 131. 

Due piani che si traversano, presentano le medesime proprietà di due 
linee che si tagliano. 132. 

La teoria di due piani paralleli è la medesima di quella delle linee 
parallele. ivi. 

Se uua retta è perpendicolare ad un piano , ogni piano che passerà 
per questa retta , sarà perpendicolare all' altro piano. 1 33. 
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Se due piani sono perpendicolari ad un terzo piano , la sezione co- 
mune dei due primi e perpendicolare al terzo. N." 433. 

Si chiama angolo solido o angolo poliedro, lo spazio indefinito com- 
preso fra diversi piani che si riuniscono al medesimo punto. 4 34. 

La somma di due qualunque degli angoli piani che compo 



qualunque degli angoli piani 
angolo triedro , è sempre maggiore del terzo. 435. 

La somma degli angoli piani che compongono un angolo poliedro 
convesso, o a costole saglieuti è sempre minore di 4 angoli retti. 4 36. 

Se due angoli triedri sono formati da tre angoli piatii respeltivamen- 
te eguali e disposti nella medesima maniera, quest' angoli saranno egua- 
li e da soprapporsi. 4 37. 

CAPITOLO III. 
Dei poliedri. 

Si chiama poliedro uno spazio terminato da diversi piani. 4 39. 

Lo spazio terminato da quattro piani, si chiama tetraedro. ivi. 

Ogni corpo di cui una faccia è un poligono , e di cui tutte le altre 
facce sono triangoli col loro vertice ad un medesimo punto , si chinina 
piramide. ivi. 

Si chiama prisma un corpo compreso sotto due facce opposte eguali 
e parallele , e di cui tutte le altre facce sono parallelogrammi. ivi. 

L* altezza d' un prisma , è una perpendicolare abbassala da un punto 
d' una delle sue basi sull' altra base. ivi. 

Si chiama parallelepipedo un prisma che ha per base un parallelo- 
grammo, ivi. 

Il cubo o V esaedro regolare è il parallelepipedo di cui tutte le fac- 
ce sono quadrati. ivi. 

La diagonale d' un poliedro , è la retta che unisce i vertici di due 
angoli poliedri non adiacenti. ivi. 

Le facce opposte d* un parallelepipedo sono uguali ; e le diagonali si 
tagliano scambievolmente in due parti eguali. 4 40. 

Se gli angoli triedri omologhi delle piramidi triangolari sono compo- 
sti di triangoli eguali e similmente disposti, queste piramidi sono 
eguali. |4|, 

Le piramidi triangolari sono anche eguali se hanno un angolo drie- 
dro eguale, compreso fra due facce respettivamente eguali e riunite 
nella stessa guisa. 4 4 1 . 

Due prismi sono eguali , se hanno un angolo triedro compreso fra 
tre piani respettivamente eguali , e riuniti nella stessa guisa. ivi. 

Se si taglia un prisma con un piano parallelo alla base , la sezione 
risultante sarà eguale a questa base. 4 42. 

Se si taglia una piramide qualunque con un piano parallelo alla base, 
i suoi lati e la sua altezza saranno proporzionatamente divisi , e la se- 
zione sarà un poligono simile alla base. 4 13. 

CAPITOLO IV. 
Misura del volume dei prismi e delle piramidi. 

Il volume d'un corpo è lo spazio che occupa. 444. 

Due parallelepipedi della medesima base e della medesima altezza 

sono equivalenti fra loro. i45. 

Due parallelepipedi rettangoli che hanno la medesima base , stanno 

fra loro come le loro altezze. 4 46. 
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Due parallelepipedi rettangoli che hanno la medesira' altezza , sunti 0 
Iva loro come le loro basi. N.° 117. 

Due parallelepipedi rettangoli qualunque stanno fra loro come i prò- 
dotti delle loro basi per le loro altezze , o come i prodotti delle loro 
tre dimensioni. 448. 

Il cubo è 1' unità di misura dei volumi. ivi. 

11 volume d* un prisma qualunque è eguale al prodotto della sua ba- 
se per la sua altezza. ivi. 

Due tetraedri di basì equivalenti, e della stessa altezza, sono equi- 
valenti. 4 49. 

Un tetraedro è equivalente al terzo del prisma triangolare della me- 
desima base e della medesiin' altezza. 150. 

Ug ni piramide ha per misura il terzo del prodotto della sua base per 
la sua altezza. ivi. 

Ogni tronco di piramide triangolare , ossia piramide tagliata da un 
piano parallelo alia sua base , è equivalente a tre piramidi, che avreb- 
bero per altezza comune quella del tronco , e di cui una avrebbe per 
base la base inferiore del tronco , 1* altra la base superiore , e la terza 
una media proporzionale fra queste due basi. 4 51. 

Se si taglia un prisma triangolare con un piano inclinato alla base , 
il corpo rimaneute sarà equivalente alla somma di tre piramidi che 
avrebbero la medesima base del prisma , ed i cui vertici sarebbero 
quelli degli angoli della sezione. 4 52. 

CAPITOLO V. 

Similitudine dei poliedri. 

Le costole omologhe di due poliedri simili sono proporzionali ; le lo- 
ro facce omologhe stanno fra loro come i quadrati dei lati omologhi, ivi. 

Questi poliedri possono essere decomposti in un medesimo numero 
di piramidi triangolari, respettivamente simili e similmente disposte. 153. 

Due piramidi simili stanno fra loro come i cubi delle loro costole , 

0 liuee omologhe. 4 54. 
Due poliedri simili stanno come i cubi dei lati omologhi. ivi. 

CAPITOLO VI. 

Corpi tondi e loro principali proprietà. 

Il cilindro retto può essere generato da un rettangolo che gira at- 
torno d'uno dei suoi lati denominato l'asse. 4 55. 

Il cono retto può essere concepito come generato da un triangolo 
rettangolo che gira intorno ad uno dei lati dell'angolo retto. 4 56. 

D' onde ne segue che ogni sezione parallela alla base è un circolo, ivi. 

Che ogni sezione secondo 1' asse è un triangolo. ivi. 

La sfera è un corpo terminato da una superficie curva , di cui tutti 

1 punti sono egualmente lontani da un punto interno denominato 
centro. 4 57 . 

L' intersezione della sfera con un piano è un circolo massimo se il 
piano passa per il centro della sfera ; un circolo minimo se non ci 
passa. ivi. 

La porzione di superficie sferica compresa fra due semi-circoli mas- 
simi che si tagliano , si chiama fuso sferico. ivi. 

Lu porzione compresa fra due piani paralleli , chiamasi zona. ivi. 
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Si chiama callotta sferica quando la zona non ha che una base. V- 457. 

Un poliedro è circoscritto alla sfera quando tutte le sue facce sono 
tangenti a questa sfera. ivi. 

li più corto cammino da un punto ad un altro sulla sfera, è l'arco 
di circolo massimo che unisce questi due punti. 4 58. 

Ogni piano perpendicolare ali estremità del raggio , è tangente alla 
sfera. 4 59. 

CAPITOLO VII. 

Della misura dell' area dei corpi tondi. 

Ogni superficie convessa e minore d* un' altra superfìcie qualunque 
che circonderebbe la prima, appoggiandosi sul medesimo contorno. 460. 

L' area della superfìcie curva d un cilindro retto è eguale al prodotto 
della circonferenza della sua base per l'altezza. 4 61. 

L' area della superficie curva d* un cono retto . è eguale alla metà 
del suo lato , moltiplicata per la circonferenza della sua base. 462. 

La misura della superficie d' un tronco di cono retto a basi paralle- 
le , è eguale alla semisomma delle circouferenze delle due basi , mol- 
tiplicata per il lato del tronco. 4 63. 

L* area d* un corpo generato dal movimento d' un mezzo poligono 
regolare, inscritto in un mezzo circolo che gira attorno al diametro , 
ha per misura questo diametro moltiplicato per la circonferenza del 
circolo il cui raggio sarebbe 1' apotema del poligono. 4 64. 

L' area della sfera ha per misura il prodotto del suo diametro per la 
circonferenza d'un circolo massimo. 465. 

CAPITOLO Vili. 
Misura del volume dei corpi tondi. 

Il volume d' un cilindro retto o obliquo è eguale al prodotto della 
sua base per la sua altezza. 466. 

Il volume <l" un cono qualunque ha per misura il prodotto della sua 
base per il terzo della sua altezza. 4 67. 

Il volnme d' un tronco di cono a basi parallele, è equivalente a tre 
coni interi che avrebbero ognuno la medesima altezza del tronco, e di 
cui 1' uno avrebbe per base la base inferiore del tronco , 1' altro la base 



superiore, ed il terzo una media proporzionale fra queste due basi. 4 68. 

Il volume della sfera è eguale al prodotto della sua superficie per il 
terzo del suo raggio. 469. 

Ogni segmento sferico ad una sola base è equivalente ad un cilindro 
che avrebbe per raggio della sua base la grossezza di questo segmento, 
e per altezza il raggio della sfera; meno il terzo della grossezza di cui 
si tratto. 470. 

Il volume d' un segmento sferico a due basi parallele ha per misura 
la semisomma di queste basi , moltiplicata per la sua grossezza , più il 
volume d' una sfera, di cui questa medesima grossezza è il diametro. 47 4 . 

CAPITOLO IX. 
Paragone dei coi pi tondi: poliedri regolati: similitudine dei corpi tondi. 



Le sfere sono corpi simili. 472. 
La superfìcie curva del cilindro circoscritto alla sfera , è equivalente 
a quella di questo sfera. ivi. 
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Il tetraedro regolare ha i suoi angoli triedri, e le sue quattro facce 
sono triangoli equilateri. N.° 473. 

L' ottaedro regolare ha i suoi angoli triedri , e le sue otto facce so- 
no triangoli equilateri. ivi. 

L' icosaedro regolare ha i suoi angoli pentaedri, e le sue venti facce 
sono triangoli equilateri. ivi. 

L' esaedro regolare o il cubo La i suoi angoli triedri, e le sue facce 
sono dei quadrati eguali. ivi. 

Il dodecaedro regolare ha pure i suoi angoli triedri , e le sue dodici 
facce sono pentagoni regolari. ivi. 

CAPITOLO X. 

Misura dei volumi dei corpi che costituiscono le opere 

di fortificazione. 

Si dà il nome di sterro alle terre tolte , e di rinterro a quelle che 
servono ad inalzare certe parti del terreno. 474. 

Si valuta il puntone considerandolo come composto di due prismi 
troncati retti eguali , e la cui hase comune è un trapezio : ognuno di 
essi si decompone in due prismi triangolari troncati retti. 4 75. 

Si valuta una batteria trasformando il trapezio , che è il taglio del 
fosso in un quadrilatero che sarà quello della batteria. 4 76. 

Misura dei solidi a facce gobbe. 4 77. 

Misura del legname. 478. 



Fine della Tavola. 



ERRATA. 



TOMO PRIMO. 

v. ultimo vers. Banchi Cav. Leg. Ba asani Sergente 
Capitano di Cavai- d'Artiglieria Te- 
leria Toscana scana. 

i9 V. 24 Centinaia » diecine 

75 6 indeterminato, » indetcrminato; 

44 ultimo vers. quello » quelle 

TOMO SECONDO. 



Tav. V. bis 



Tav. IV. bis 
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